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ALGÈBRE 


Classe de Seconde (Sections C etD). 

Révision des opérations sur les nombres positifs ou négatifs; 
extension aux fractions algébriques des propriétés démontrées en 
arithmétique. 

Monômes; polynômes; termes semblables. 

Opérations . Addition, soustraction, multiplication des monômes 
et des polynômes. — Division des monômes. 

Résolution des équations du premier degré à une inconnue. — 
Résolution et discussion de deux équations du premier degré à 
deux inconnues. — Inégalité du premier degré. — Problèmes; 
mise en équation. — Discussion des résultats. 

Variations de l’expression ax-\-b; représentation graphique. 

Équation du second degré à une inconnue. — On ne fera pas 
la théorie des imaginaires. — Relations entre les coefficients et 
les racines. Nature et signe des racines. — Etude du trinôme du 
second degré. Changements de signes. Inégalités du second degré. 
Problèmes du second degré. Variations du trinôme du second 
degré; représentation graphique. 

Variations de l’expression représentation graphique. 

Notion de la dérivée; signification géométrique de la dérivée. 
— Le sens de la variation est indiqué par le signe de la dérivée; 
application à des exemples numériques très simples. 

Progressions arithmétiques et progressions géométriques. 

Logarithmes. — Usage des tables de logarithmes à quatre et à 
cinq décimales. 

Intérêts.composés. 

Pour he qui est des logarithmes, on se proposera essentielle¬ 
ment dë~ familiariser .les élèves avec l’usage des tables. — On 
introduira les logarithmes en ne considérant que les nombres qui 
font partie de la progression géométrique, dont on supposera la 
raison très voisine de i, et l'on admettra l’existence d’un système 
de logarithmes dans lequel le logarithme de io est égal à i. 


Classe de Première (Sections G et D). 

Révision du programme de la classe précédente. 

Les professeurs devront appliquer les théories de l’algèbre à 
de nombreux exemples empruntés soit à l’algèbre, soit à la trigo¬ 
nométrie, soit à la géométrie. 


PRÉFACE DE L’ALGÈBRE 

(premier cycle) 


En écrivant ce livre, mon but principal a été 
d'intéresser les élèves; je ne crois pas que le 
meilleur moyen de les initier aux sciences 
mathématiques soit cVinsister sur les côtés les 
plus abstraits de ces sciences, de manière à 
les présenter comme complètement en dehors 
et au-dessus de la réalité. Quel que puisse 
être l’intérêt — que je suis loin de contester 
— de la spéculation pure, il n’est pas douteux 
que c’est l’observation des faits les plus usuels 
et les nécessités de la vie pratique qui ont 
été l’origine de toutes les sciences A mécon¬ 
naître cette origine, on s’expose à dégoûter un 
grand nombre d'excellents esprits, auxquels la 
science apparaît comme une chose mystérieuse, 
complètement à part de la vie, alors qu’elle 
s'y mêle chaque jour. 

C'est cette liaison intime entre les formules 
de l'Algèbre et la réalité journalière que j’ai 
cherché à mettre eu évidence le plus possible, 
soit dans la théorie, soit dans les exemples, 
problèmes et exercices; je n’ai pas craint de 
multiplier les applications, de manière que la 
théorie apparaisse comme intuitive, et non 
comme une construction arbitraire del’esprii; 
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PRÉFACE PE L’ALGÈBRE (PREMIER CYCLE) 

la définition des nombres négatifs, les règles 
de la multiplication des nombres positifs et 
négatifs, la mise en équations des problèmes, 
la représentation graphique des fonctions, et 
en particulier de la fonction linéaire, sont 
illustrées de nombreux exemples concrets. J’ai, 
de même, insisté beaucoup, à diverses reprises, 
sur le choix des unités , dans les problèmes et les 
formules. 

Les nouveaux programmes prévoient qu’un 
certain nombre d’élèves terminent leurs études 
secondaires avec le premier cycle; ils doivent 
avoir acquis les connaissances pratiques indis¬ 
pensables aux applications usuelles au com¬ 
merce et à l’industrie : j’espère qu’ils les trou¬ 
veront ici, en ce qui concerne l’Algèbre. 

En même temps, je n’ai négligé aucune 
occasion d’introduire, toutes les fois qu’on pou¬ 
vait le faire sans allonger ni compliquer, les 
notions et les formes de raisonnement dont la 
connaissance simplifiera la tâche ultérieure 
de ceux qui pousseront plus loin l’étude de 
l’Algèbre. 

En résumé, j’ai tâché, sans abandonner 
jamais la rigueur nécessaire, d’etre aussi simple 
et pratique que possible. Je crois avoir été ainsi 
fidèle à l’esprit des nouveaux programmes qui, 
s’ils sont appliqués avec les idées de réforme 
qui ont présidé à leur élaboration, peuvent être 
l’origine d’une ère nouvelle pour notre ensei¬ 
gnement secondaire. 

Emile Borel. 

Paris, 2r> mars 1903. 




PRÉFACE DE L’ALGÈBRE 

(second cycle) 


Je me suis inspiré pour ce second livre 
d’Algèbre des mêmes idées que pour le pre¬ 
mier; les élèves auxquels il s’adresse étant plus 
âgés, j’ai dû, conformément au Programme, déve¬ 
lopper un peu plus certaines théories abstraites 
relatives notamment aux systèmes d’équations 
du premier degré et au trinôme du second degré ; 
mais c’est surtout à la partie concrète que j’ai 
donné tous mes soins. 

Je souhaite assurément que, parmi les lecteurs 
de ce livre, il y en ait qui commencent à goûter 
la beauté propre de l’Algèbre et à rechercher 
dans l’élégance de ses formules des jouissances 
esthétiques; mais c’est là l’apanage d’un petit 
nombre; pour la plupart, l’Algèbre n’est et ne 
peut être qu’un instrument utile et commode 

Il est donc essentiel de bien connaître, encore 
plus que les formules, les liens entre ces for¬ 
mules et la réalité; apprendre une théorie et 
ne pas apprendre à s’en servir est simplement 
perdre son temps. Aussi ai-je développé beau¬ 
coup les applications pratiques, les exemples 
numériques, signalé les représentations gra¬ 
phiques effectivement utilisées dans un but 
précis par les praticiens. 

L’une des principales innovations des nou¬ 
veaux programmes est l’introduction dans les 
éléments de la notion de dérivée; cette innova¬ 
tion me paraît d’ailleurs justifiée par l’impor- 
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PRÉFACE DF l’aLGÈBRE (SECOND CYCLE) 

tance extrême de cette notion en même temps 
que par sa très grande simplicité, si Ton se borne 
à une définition concrète, sans entrer dans 
les détails qu’exige une exposition rigoureuse. 

Mais les avantages que l’on peut espérer 
retirer de cette introduction disparaîtraient pour 
faire place à des inconvénients si la théorie des 
dérivées était enseignée aux élèves de seconde 
de la même manière qu’aux élèves de mathé¬ 
matiques spéciales. Il faut les familiariser sim¬ 
plement avec la notion géométrique et le calcul 
pratique des dérivées des fonctions simples. C’est 
ce que j’ai cherché à faire dans le premier para¬ 
graphe du chapitre IX; dans le second para¬ 
graphe du même chapitre (imprimé en petits 
caractères), que je n’ai ajouté qu’après bien des 
hésitations, j’introduis la noLionplus abstraite de 
limite; j’ai pensé que ces quelques pages pour¬ 
raient intéresser quelques-uns des meilleurs 
élèves de Première, mais je crois que ce serait 
une erreur d’enseigner ainsi la théorie des déri¬ 
vées à de jeunes élèves qui la verraient pour la 
première fois. 

Il me reste, en terminant, à remercier tous 
ceux qui, après avoir lu mou Algèbre (pre¬ 
mier cycle) m’ont encouragé à poursuivre la 
tache commencée; j’ai fait de mon mieux pour 
ne pas décevoir leur confiance; je serai heu¬ 
reux si les professeurs qui utilisent ce livre 
veulent bien m’en signaler les huâmes oL les 
défauts et me permettre ainsi de me rapprocher 
de l’idéal que je m’étais proposé : être clair, 
simple et pratique 

Emile B or kl. 

Taris, août l'JUJ. 







ALGÈBRE 

SECOND CYCLE 


CHAPITRE I 
REVISION 


T. FORMULES ALGÉBRIQUES 

i. Définition. — Une expression algébrique est 
un ensemble de lettres et de nombres reliés entre eux 
par les signes des opérations arithmétiques élémen¬ 
taires, de telle manière que, si Von remplace chaque 
lettre par un nombre, les règles de Varithmétique 
permettent d'effectuer les opérations indiquées; le 
résultat final du calcul est dit la valeur numérique 
de Vexpression pour les valeurs particulières données 
aux lettres. 

Lorsque les expressions algébriques sont com¬ 
pliquées, il pourrait y avoir clos doutes sur la marche 
a suivre pour calculer leur valeur numérique, si 
Ton ne luisait pas, a ce sujet, des conventions très 
précises. 

Bohel. — Algèbre, 2“ cycle. I 
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Soit, pour fixer les idées, a calculer la valeur 
numérique de l’expression 

a -h bc, 

dans laquelle on suppose : 

a = 2, b = 3, c = 4. 

Si Ton n’avait fait aucune convention, on pour- 
it hésiter entre les deux modes suivants : ou bien 
lultiplier 3 par 4 et ajouter le produit à 2 , ce qui 
.onne : 

a.-H i2 — i4, 

ou bien ajouter 2 à 3 et multiplier la somme par 4 ? 
ce qui donne : 

5 X 4 = 20. 

On convient d’adopter le premier mode;le second 
mode donne, par définition, la valeur numérique 
de l’expression 

(a-+-b)c, 

qui diffère de l’expression proposée en ce que la 
somme a *-f- b s’y trouve placée entre parenthèses. 

Nous énoncerons donc les règles suivantes, con¬ 
séquence des conventions adoptées pour l’écriture 
des expressions algébriques. 

Règle ï. — Pour calculer la valeur numérique 
d'une expression algébrique sans parenthèses , on 
effectue d'abord les multiplications et divisions indi¬ 
quées , et ensuite les additions et soustractions. 

Dans le cas oii il y a des parenthèses , on com¬ 
mence par calculer chaque parenthèse isolément 
d'après la règle précédente et ensuite on applique 
cette règle aux opérations restantes . 
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Règle IL — Les expressions numérateurs et déno¬ 
minateurs des fractions , ainsi que les expressions 
placées sous des radicaux , doivent être calculées 
comme si elles étaient entre parenthèses . 

Dans certaines formules, on se trouve conduit h 
superposer les parenthèses, c’est-à-dire à employer 
plusieurs sortes de parenthèses de formes diffé¬ 
rentes, comprises les unes dans les autres ; dans ce 
cas, on doit d’abord calculer les parenthèses inté¬ 
rieures, puis celles qui comprennent celles-là, etc. 

Comme exemple, considérons l’expression 

(y — 3 —f— dj [a — 2 ) —\j u, {jb —f— f*) 

dans laquelle on suppose : 

a = 3 b = 2 c = i, 

sa valeur esl : 

frxTiï + O 3+ ’] [ (l + ‘) 1+ v /:j x 5 ]’ 

c’est-à-dire : 

(2 X 3 H- i) (2 -j- 3) = 7 X 5 = 3,3. 

n — Nous apprendrons plus loin, en étudiant 
le calcul algébrique, à transformer les expressions 
algébriques, c’est-à-dire à remplacer une expression 
algébrique par une expression algébrique équiva¬ 
lente. On dit que deux expressions algébriques sont 
équivalentes lorsqu’elles prennent la meme valeur 
numérique dans' tous les cas, c’est-à-dire quelle que 
soit la manière dont on choisit les valeurs numéri- 


-h c ) a -f- i 
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ques des diverses lettres qui y figurent. Par exemple, 
on constate aisément que les deux expressions 

(a -+- b) (a — b) 
a 2 — b 2 


sont équivalentes. 

Mais, bien qu’il soit en général possible, en 
appliquant les règles du calcul algébrique, de faire 
disparaître la plupart des parenthèses, c’est-à-dire 
de remplacer une expression renfermant des paren¬ 
thèses par une expression équivalente n’en ren¬ 
fermant plus, il est utile de savoir calculer direc¬ 
tement la valeur numérique d’une expression com¬ 
pliquée de parenthèses. On en trouvera des exemples 
dans les exercices sur ce premier chapitre. 

3. Remarques sur le choix des unités. — Lorsque 
l’on applique une formule à un problème concret 
quelconque, le résultat est généralement un nombre 
concret; c’est un certain nombre de francs, de 
mètres, de kilogrammes, etc. De même, les nom¬ 
bres qui figurent dans la formule sont aussi des 
nombres concrets. Dans ce cas, il est essentiel de 
remarquer que la formule n’est exacte que si les 
divers nombres concrets qui y figurent sont mesurés 
avec des unités appropriées ; en même temps que 
l’on donne la formule, il est indispensable de faire 
connaître ces unités; sans quoi la formule na pas 
de sens. Par exemple, considérons un réservoir 
ayant la forme d’un parallélépipède rectangle et 
rempli avec de l’eau à son maximum de densité. Si 
les dimensions des arêtes du parallélépipède sont 
désignées par a, b, c, le poids P de l’eau est donné 
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par la formule 

P — abc. 

Cette formule n’a un sens que si l’on ajoute que, 
a, b, c , désignant des décimètres, P désignera des 
kilogrammes. 

Il serait d’ailleurs possible de dire aussi que 
a , b, c sont exprimés en mètres et P en tonnes, ou 
que a y b , c, sont exprimés en centimètres et P en 
grammes; il y a toujours, pour une meme formule, 
bien des manières différentes de choisir les unités; 
mais nous n’avons pas à étudier ici les relations 
qu’ont entre elles ces diverses manières ; ce qui est 
essentiel, e’est de ne pas oublier le principe suivant: 

Toute formule renfermant des grandeurs con¬ 
crètes est démontrée en supposant ces grandeurs 
mesurées avec certaines unités; pour se servir de la 
fomnule , il est aussi nécessaire de connaître ces 
unités que la formule elle-même. 

4- Remarque sur. les notations en algèbbe. — 
Dans l’Algèbre élémentaire, l’emploi des lettres est 
surtout un langage abrégé; 011 dira a francs au lieu 
de dire un certain nombre de francs ou la somme 
indiquée dans Vénoncé. Comme tout langage, la 
notation algébrique est arbitraire ; c’est-à-dire que 
nous pouvons, à notre choix, lorsque nous voulons 
désigner un certain nombre de francs, le désigner 
par a , ou par ou par A, ou par Z, etc. La seule 
chose qui soit indispensable, c’est que la notation 
soit cohérente. On entend par là que, dans une 
môme question, une lettre déterminée a un sens 
unique et bien déterminé, c’est-à-dire désigne une 
seule quantité, et toujours la meme. 
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Ce serait cependant une grave erreur de croire 
qu’il est complètement indifférent de choisir telle 
ou telle notation ; lorsque, dans une meme ques¬ 
tion, on introduit un grand nombre de lettres, il y 
a très grand avantage à ne pas les introduire au 
hasard, mais à suivre des règles consacrées par 
l’usage, auxquelles on s’habitue très vite h L’un des 
plus anciens de ces usages consiste à désigner les 
quantités connues par les premières lettres de 
l’alphabet : a, b , c, d, f g, h, et les quantités incon¬ 
nues par les dernières : y, z, u , p, w. 

Mais ce n’est pas tout : il est certaines associa¬ 
tions de lettres qui sont plus habituelles que d’au¬ 
tres ; de telle manière que les algébrisles regardent 
certains groupes de lettres de l’alphabet, formés 
généralement de lettres consécutives, comme devant 
être introduits simultanément. Ainsi, si l’on a trois 
quantités analogues, on les désigne volontiers par 
a , b, c, ou par f g, h, ou par l , m 7 n, ou par p, q 7 /•, 
ou par x, y, c, ou par a, p, u». Mais on n’a pas l’ha¬ 
bitude de les désigner par n, o, p , par exemple, 
ou par e, f g. De plus, on associe volontiers entre 
elles les lettres occupant le même rang dans chacun 
de ces groupes. Par exemple, si l’on a trois sommes 
d’argent placées à intérêt à trois taux différents, on 
désignera les trois sommes par a, b, c, les trois taux 


i. Il est claie qu’un langage quelconque est d’autant plus aisé 
à retenir qu’il est pins cohérent, même si ce langage n’est créé 
que pour quelques instants. Par exemple, ou éprouverait des diffi¬ 
cultés sérieuses à parler, ne fùt-ce que pendant peu de temps, une 
laninic dans laquelle les verbes entrer et sortir auraient la même 
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par p , q, et les valeurs de ces sommes au bout 
d’un an par æ, y , z, de telle manière que Ton aura : 




dans lesquelles les trois sommes sont désignées 
par a , b , /■ leurs valeurs au bout d’un an par s, .r, ?/, 
et les trois taux par q , cl , e. 

On emploie aussi quelquefois, en môme temps 
que les petites lettres, les grandes lettres de meme 
nom A, B, G, X, Y, Z; mais on évite cet emploi 
des grandes lettres dans les questions oii il pour¬ 
rait y avoir confusion avec les notations de la géo¬ 
métrie. 

Les lettres grecques sont d’un lisage plus fré¬ 
quent; on les introduit aussi par groupes, corres¬ 
pondant à certains groupes de lettres usuelles; 
ainsi a, [ 3 , y (alpha, bêta, gamma) correspondent 
à : <2, Z>, c; X, p., v (lambda, mu, nu) correspondent 
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à l, m, n; £, yj, Ç (ksi, êta, dzêta) correspondent 1 à 
x, y, z. Nous éviterons le plus possible l’emploi 
de ces lettres dans le cours, afin de ne pas ajouter 
de difficulté supplémentaire pour les élèves aux¬ 
quels elles ne sont pas familières, mais nous les 
introduirons dans quelques exercices, car il est 
nécessaire de s’habituer peu h peu à leur emploi, 
presque indispensable quand on pousse un peu loin 
l’étude des mathématiques. 

Les notations que nous venons d’indiquer suffisent 
pour traiter les questions où s’introduisent un petit 
nombre de quantités analogues; lorsqu’il y en a un 
grand nombre, on épuiserait vite l’alphabet et l’on 
aurait des notations difficiles a retenir; aussi est-il 
préférable, dans ce cas, de désigner les quantités 
analogues par une même lettre affectée de divers 
indices , c’est-à-dire par a Q , a { , a 2 , que l’on 

énonce a indice zéro , a indice un, a indice deux, etc. 
Dans les cas où l’on ne craint pas de confusion 
avec la notation des exposants on dit quelquefois, 
plus brièvement, a zéro, a un, a deux, etc. On 
emploie aussi les notations a, a!', a", # IV ,... que 
l’on énonce a prime, a seconde, a tierce, a quarte. ... 

Supposons, par exemple, que nous voulions écrire 
une formule indiquant la somme x possédée au bout 
d’un an par un capitaliste qui, ayant partagé sa 
fortune en six parties inégales, l’a placée à six taux 
différents; nous désignerons les parties de la for¬ 
tune par <7 t , a 2 , a v a K , a s , a () et les taux corrcspon- 


i. C’est en vertu d’un usage que l’on fait correspondre y] à y ,* 
il ne semble pas qu’il y ait de raison autre que l'analogie de 
forme entre les caractères. 


NOMBRES POSITIFS ET NEGATIFS 
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dants par p v p v /? 3 , p v p v p 6 , de sorte que nous 
aurons ; 



Cette formule est évidemment bien plus simple à 
écrire et à employer avec ces notations qu’elle ne 
l’aurait été si l’on avait employé douze lettres diffé¬ 
rentes, choisies complètement au hasard. 


II. NOMBRES POSITIFS ET NÉGATIFS 

5. Définition. — Il arrive fréquemment que l’on 
considère des grandeurs susceptibles d’être comp¬ 
tées dans deux sens opposés : par exemple, le 
temps peut être compté dans le présent ou dans 
l’avenir; une longueur sur une droite peut être 
portée dans un sens ou dans l’autre; les sommes 
qu’inscrit un commerçant sur son livre de caisse 
peuvent être des recettes ou des dépenses, etc. 

Dans ces divers cas, il est commode, au lieu 
d’employer un langage plus ou moins long pour 
indiquer quel est le sens de la grandeur qui cor¬ 
respond à un nombre donné, de convenir d’une 
notation abrégée; telle est l’origine des nombres 
négatifs. 

Par exemple, au lieu d’inscrire 5o fr de recettes, 
nous pourrons écrire + 5o et au lieu d’écrire 35 fr 
de dépenses, nous pourrons écrire —35; au lieu 
d’écrire que le thermomètre marque 2 ° au-dessus 
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de zéro nous dirons qu’il marque -f- 2 , et au lieu de 
dire qu’il marque 6° au-dessous de zéro, nous 
dirons qu’il marque —6. 

Cette notation abrégée est particulièrement utile 
dans l’étude des longueurs comptées sur une ligne 
indéfinie, droite ou courbe. 

Pour avoir une image aussi simple que possible 
figurons une droite indéfinie sur laquelle nous 
aurons choisi un sens de parcours que nous appel¬ 
lerons sens positif et que nous indiquerons par une 
flèche ; une telle droite s’appelle un axe orienté ou, 
rïlns brièvement, un axe. Le sens opposé au sens 
dtif est le sens négatif. 

On peut imaginer un promeneur qui marcherait 
sur l’axe, allant tantôt en avant, tantôt a reculons, 
mais en regardant toujours vers la direction posi~ 
tive. Pour aller de À en B (fig 1 ) le promeneur mar- 


a B 

Fi-. 1 . 

cherait en avant; pour aller de B en A, il irait à 
reculons. Si ce promeneur fait des pas égaux, il 
peut mesurer les distances en comptant le nombre 
de ses pas; nous considérerons comme positifs les 
pas faits en avant et comme négatifs les pas faits à 
reculons; de telle sorle que s’il lui faut 5o pas pour 
parcourir la distance AB on dira que de A vers B 
il y a -f~ 5° el que de B vers - A il y a — 5o. 

O 11 donne le nom de segment à une portion d’un 
axe, lorsque l’on porle son altenlion sur le sens 
dans lequel elle est, parcourue. Ainsi, lorsque le pro- 
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meneur va de A vers B, nous dirons qu’il parcourt 
le segment AB; lorsqu’il va de B vers A, nous 
dirons qu’il parcourt le segment BA. Ainsi AB n’est 
pas la même chose que BÂ : le segment AB a pour 
origine A et pour extrémité B; BA a pour origine B 
et pour extrémité A. Dans les deux cas on parcourt 
la même distance, désignée indifféremment par la 
notation AB ou la notation BA, mais on ne marche 
pas dans le même sens. 

Pour exprimer que notre promeneur fait -|- 5o pas 
pour parcourir le segment AB nous écrirons : 

ÂB=-f-5o ouÀB = 5o. 

On écrirait, au contraire : 

BÂ = —5o 


puisqu’il faut faire — 5o pas pour parcourir le seg¬ 
ment BA, c’est-à-dire faire 5o pas à reculons pour 
aller de B vers A. 

Les nombres -f- 5o et — 5o s'appellent les équi¬ 
valents algébriques àzs segmenls AB et BA, l’unité 
choisie étant le pas du promeneur. Bien entendu, 
on pourrait choisir toute autre unité; la seule chose 
essentielle , c’est de bien préciser quelle unité on 
choisit et de ne pas en changer dans le cours d’une 
même question. 

L’équivalent algébrique d’un segment ne dépend 
pas seulement de l’unité de longueur choisie, 
il dépend aussi du sens choisi comme positif sur 
l’axe ; si, la figure restant par ailleurs la même, 
on changeait la direction de la flèche, c’est 
AB qui aurait pour équivalent — 5o et BA qui 
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aurait -f" 5o. Il en est de la direction positive 
comme de l’unité de longueur; on peut la choisir 
arbitrairement au début d’une question, mais il est 
essentiel quelle soit bien précisée et qu’elle ne change 
pas dans le couvant de la question La longueur 5o 
est dite la valeur absolue des nombres + 5o et 
— 5o; c’est la longueur commune des segments 
AB et BA; ou, si l’on veut, la distance géométrique 
AB ou B A D’une manière générale, on appelle 
valeur absolue d’un nombre positif ou négatif le 
nombre que l’on obtient en supprimant le signe. La 
valeur absolue d’un nombre positif est égale à ce 
nombre. 

On donne quelquefois aux nombres positifs et 
négatifs le nom de nombres relatifs , en opposition 
aux nombres absolus , qui désignent des grandeurs 
non susceptibles de signes A ce point de vue il 
peut y avoir parfois avantage à distinguer trois 
espèces de nombres : les nombres absolus, les 
nombres positifs et les nombres négatifs. Mais cette 
distinction purement théorique n’a aucun intérêt 
pratique. Pratiquement, on confond toujours les 
nombres absolus et les nombres positifs : 3 est la 
même chose que + 3. 

6. Addition. Somme de deux nombres. — 
L’addition des nombres positifs et négatifs doit être 
définie de manière à donner la solution des mêmes 
problèmes pratiques que l’addition des nombres 
positifs (ou absolus). 

Lorsque l’on utilise les nombres positifs ou néga¬ 
tifs pour mesurer des grandeurs d’une espèce déter¬ 
minée, il est nécessaire de donner une définition 
concrète de l’addition pour ces grandeurs et de 
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vérifier que les règles de l’addition que nous allons 
donner concordent avec cette définition concrète. 

Il en sera toujours ainsi dans les cas que nous 
étudierons ; si, pour certaines grandeurs, il n’en 
était pas ainsi, cela prouverait que l’on n’a pas le 
droit d’utiliser, pour les mesurer, les nombres 
positifs et négatifs l . Pour ajouter deux nombres, 
on utilisera la règle suivante : 

Règle. — Pour obtenir la somme de deux nom¬ 
bres de même signe , on ajoute leurs valeurs absolues 
et Von affecte la somme du signe commun y pour 
obtenir la somme de deux nombres de signes con¬ 
traires, on retranche la plus petite vakar absolue de 
la plus grande et on affecte la différence du signe de 
la plus grande. 

Exemples. — On a, d’après cette règle : 

3 + (—/,) =—i 

125 - 4 - (— 210) =— 85 

_3a5o + (— 3) = — 3253 

— iono-f-2 = — 998 

— 1 olo- 4- 2000 z= 990 

i3/ f + (— i3'i) = o. 

Les nombres tels que 1 34 et — 1 34 dont la 


i. Il est clair, en effet, que les mots n’ont aucun pouvoir mys¬ 
térieux par eux-mêmes et ne sauraient créer la réalité; il ne suffit 
pas d’appeler certaines grandeurs positives et certaines autres 
grandeurs négatives pour qu’elles se combinent entre elles suivant 
les lois que nous allons donner; c’est parce qu'elles se combinent 
d'après ces lois qu’on a le droit de les appeler positives et néga¬ 
tives Toutes les fois que l'on sera en présence de choses nouvelles , 
rien ne pourra remplacer leur élude directe préalable; c’est seu¬ 
lement après cette étude que l’on peut, s’il y a lieu, utiliser pour 
aller plus loin l’instrument particulièrement commode qu’est 
l’Algèbre. 

{tp* r\ «TV. 1 •/ ” '• ' Jr ’ - 

vL* Ak‘*- 1 ^ 

GF TECHNGLGGF LîBRÂkï- 
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somme est égale à zéro sont dits nombres opposés; 
ou dit aussi qu'ils sont égaux en valeur absolue et 
désignés contraires (et parfois, incorrectement , qu’ils 
sont égaux et de signes contraires). 

7 Somme de plusieurs nombres. — La somme 
de plusieurs nombres est, par définition, le résultat 
final que l’on obtient, lorsque l’on ajoute le second 
au premier, le troisième à la somme obtenue, le 
quatrième à la nouvelle somme, et ainsi de suite 
jusqu’à épuisement de tous les nombres donnés. 

La règle de l’addition de plusieurs nombres doit 
donc être une conséquence de la règle de l’addition 
de deux nombres; nous démontrerons à cet égard 
le théorème suivant : 

Théorème. —Pour calculer la somme de plusieurs 
nombres , on peut procéder comme lisait: additionner 
les nombres positifs ; additionner les valeurs absolues 
des nombres négatifs; retrancher la plus petite de 
ces sommes de la plus grande , et donner au résultat 
le signe des nombres qui ont fourni la plus grande. 

Pour démontrer ce théorème, nous observerons 
qu’il se réduit à la règle donnée plus haut lorsqu’il 
n’y a que deux nombres ; il nous suffit donc de 
faire voir que, s’il est vrai dans le cas de n nom¬ 
bres, il est vrai dans le cas de 71 + ï. 

Supposons donc que nous ayons n nombres, que 
la somme des nombres positifs soit 45, que la 
somme des valeurs absolues des nombres négatifs 
soit 3o et que nous voulions ajouter à ces n nom¬ 
bres le n -f- i i6mc nombre —5o. D’après la définition 
de la somme de n i nombres, nous devons ajouter 
— 5o à la somme des n premiers nombres, c’est-à- 
dire à + 1 5, différence de 45 et de 3o affectée du 
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signe -J-, puisque 45 est la somme des nombres 
positifs. D’après la règle de l’addilion de deux nom¬ 
bres, on a : 

i5-h(— 5o)=—35. 

Il faut prouver que l’on arrivera au même résul¬ 
tat en appliquant à la somme des n -J- i nombres 
donnés, la règle qui résulte du théorème; la somme 
des nombres positifs est 45; la somme des valeurs 
absolues des nombres négatifs est 3o-J-5o = 8 o ; 
nous devons retrancher 45 de 8 o et donner à la dif¬ 
férence le signe —; nous trouvons bien — 35; 
c’est une vérification. 

On aura une démonstration en utilisant un théo¬ 
rème d’arithmétique sur la possibilité d’effectuer 
les opérations dans un ordre quelconque, pourvu 
qu’elles soient possibles, dans une suite d’addi¬ 
tions et de soustractions (voir Arithmétique, pre¬ 
mier cycle, p. 19 ). On a, en effet : 

5o — (45 — 3«) == 5o — ï 5 

— 5o — f\ 5 — 1 — 3 o 
= 5o -b 3o — 45 = 80 — f\ 5'. 

On doit donc obtenir le même résultat par les 
deux procédés : celui qui résulte de la définition et 
celui qui résulte du théorème. 

Dans le cas que nous venons d’examiner, la somme 
des n premiers nombres était positive, le n -|- i ,onic 
négatif et la somme des n- 1 - 1 nombres négative; 
on examinerait de la même maniéré les autres cas 
qui peuvent se présenter; de là résulterait la démons¬ 
tration complète du théorème. 
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De ce théorème on déduit immédiatement les 
corollaires suivants. 

Corollaire I. — La somme de plusieurs nombres 
ne change pas quand on intervertit leur ordre. 

Corollaire II. — On ne change pas la valeur 
d'une somme en remplaçant plusieurs de ses par¬ 
ties par leur somme effectuée. 

8 Applications de l’addition. — Pour pouvoir 
appliquer a des exemples concrets les règles de 
l’addition, il suffit de démontrer que la règle de 
l’addition de deux nombres fournit un résultat con¬ 
cordant avec la définition concrète, puisque la règle 
de l’addition de plusieurs nombres en est une con¬ 
séquence 4 . 

Nous n’entrerons pas dans le détail de cette 
vérification; c’est la résolution de problèmes con¬ 
crets par deux méthodes : la méthode directe, qui 
résulte de la considération immédiate des objets, et 
la méthode algébrique, qui fournira aux élèves la 
meilleure vérification et leur donnera la confiance 
nécessaire dans les règles de l’Algèbre. 

Rappelons simplement une formule fondamen¬ 
tale. A, B, C étant trois points quelconques d’un 
axe, on a toujours : 

(i) AB H-BC = AC. 

Cette formule peut être regardée comme la défini¬ 
tion de la somme des segments AB et BC, placés 


i. Nous avons suivi dans l'Algèbre (premier cycle) elles Notions 
(TAlgèbre (dans l’Arithmé-tique, Sicmc À) une marche inverse, plus 
élémentaire, en donnant une démonstration concrète, dans chaque 
cas particulier, des règles de l'addition de deux ou plusieurs nom¬ 
bres. 
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de telle manière que l’origine du second coïncide 
avec l’extrémité du premier; mais il est nécessaire 
alors de vérifier que cette définition concrète con¬ 
duit bien à un résultat conforme à la règle donnée 
plus haut. 

La formule (i) a lieu aussi si l’on désigne par 
A, B, C trois époques quelconques et par AB l’in¬ 
tervalle de temps qui sépare A de B, cet intervalle 
étant regardé comme positif ou négatif suivant 
que B est postérieur ou antérieur à A. 

9 . Soustraction. — La soustraction est l’opéra¬ 
tion inverse de l’addition. Retrancher un nombre 
cïun autre c'est en trouver un troisième qui , ajouté 
au premier , reproduit le second . 

Règle. — Pour retrancher un nombre quel¬ 
conque, il suffit d'ajouter le nombre opposé . 

Cette règle est une conséquence des corollaires 
de la page 16 et de la définition de la soustraction; 
nous voulons prouver que l’on a par exemple : 

8 — (— i5) = 8+i5, 

il suffît de montrer d’après la définition de la sous¬ 
traction que l’on a : 

8 H- 15 -h (— i5) = 8. 

Or cela est une conséquence du corollaire cité, 
car l’on a : 

i5 H- (— i5) = o 

et l’égalité à démontrer se réduit par suite à : 

84-0 = 8 . 


La soustraction se ramène donc à l’addition; soit, 

Bouf.l. — Algèbre, 2 fi cycle. 2 
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par exemple, à effectuer le calcul de l’expression : 

4 — (— 5) -h (— 7) — (-+- 4) — (— 3) -4- 12. 

On pourra l’écrire : 

4 -+■* 5 —(— 7) (— 4) *4“ 3 -4-12, 

de manière qu’il n’y ait plus que des additions à 
effectuer, et l’on appliquera les règles que nous 
avons données pour l’addition. Les théorèmes 
démontrés pour le cas d’additions successives s’ap¬ 
pliquent aussi dans le cas de soustraction ; en par¬ 
ticulier, on ne change pas le résultat final en inter¬ 
vertissant l’ordre des opérations ; on a, par exemple : 

4 — (——5) —(—7) = 4— (—7) — (— 3) + ( 5). 

Remarque. — Lorsque l’on désigne les nombres 
par des lettres, il peut arriver qu’une lettre, telle 
que a y désigne un nombre négatif, tel que — 3 ; 
alors le symbole — a signifiera que l’on doit 
retrancher — 3 , c’est-à-dire que l’on doit ajouter 3 ; 
il équivaut donc à -j- 3 . D'une manière générale , 
— a désigne toujow's le nombre opposé au nombre a 
On se trouve amené ainsi parfois à superposer, en 
quelque sorte, plusieurs signes —; il résulte des 
explications que nous avons données que deux 
signes — peuvent être supprimés (on remplacés 
par un signe -f-, ce qui revient au même). Ainsi 
lorsque a désigne — 3, —a désigne —(—3), c’est- 
à-dire + 3 ; si l’on doit retrancher — a , cela revient 
à ajouter <2, c’est-à-dire à retrancher 3 . Dans ce 
dernier cas, nous avions trois signes —; si l’on en 
supprime deux , il en subsiste un. 
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Exemple I. — Calculer Vexpression : 
a — b — (— c) -4- (— 
oit Von suppose : 

a — io b — — 4 c —3 d = — 7. 

On obtient : 

io H- 4 H- 3 -h 7 = 24 - 

II. — Calculer Vexpression : 

— a — [—b) + [-c) 
oh Von suppose . 

a = 4 b — — 6 c — 

On obtient : 

— 4 — 6 -b 3 7 — 0 . 

10 . Théorèmes sur la soustraction. Théorème I. 
— Pour retrancher une somme cVun nombre , il suffit 
cVen retrancher successivement les diverses parties 
de la somme. 

On a, par exemple : 

/,-[5+(-3)hH-7) + >]=4-5-(-3)-(- 7 )-2 
= 4 — 5 -h 3 -h 7 — 2 . 

Ce théorème résulte immédiatement de la défini¬ 
tion meme de la soustraction; car, en ajoutant au 
second membre la somme qui figure entre crochets 
au premier membre, on obtient bien 4 ; il suffit, 
pour faire cette addition, d’utiliser les corollaires 
de la page 16 ; les termes +5, — 5 ; — 3, +3, etc., 
se détruisent deux à deux 


- 3 d—rj. 
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Lemme. — Lorsqu un nombre est égal à la somme 
de plusieurs autres ? le nombre opposé est égal à la 
somme des nombres opposés. 

Ce lemme est une conséquence immédiate du 
théorème de la page 1 4; on peut aussi le déduire 
du théorème précédent en observant que le nombre 
opposé à un nombre donné s’obtient en retranchant 
ce nombre de zéro. 

Théorème IL — Pour retrancher d'un nombre la 
différence de deux autres il suffit d'en retrancher 
le premier et d'ajouter le second au résultat obtenu. 

On a, par exemple : 

— 5 — [6 — (— 3)] = — 5 — 6 H- (— 3). 

Car le nombre opposé à 6 — (—3), c’est-à-dire 
à 6 + 3 est — 6-f- (— 3). 

On conclut des théorèmes précédents que toute 
parenthèse précédée du signe -f- peut être sup¬ 
primée, tandis que, si l’on supprime une parenthèse 
précédée du signe —, il faut changer les signes qui 
précèdent les nombres placés à son intérieur. 

Dans l’application de la règle pratique qui pré¬ 
cède, on doit avoir grand soin d’observer que dans 
le cas où plusieurs signes se trouvent superposés 
devant un même nombre, il ne faut changer que 
Vun d’eux. 

Soit, par exemple, à calculer l’expression sui¬ 
vante : 

5 -[*-(_ 3)]. 


On obtiendra : 
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on a eu soin de changer l’un des signes — qui pre 
cédaient 3, mais on n’a pas changé les deux. Pra¬ 
tiquement, d’ailleurs, on évitera le plus possible 
ces superpositions de signes, en effectuant immé¬ 
diatement les opérations indiquées. 

ii. Multiplication. Définition. — On appelle 
produit de deux nombres positifs ou négatifs , un 
nombre dont la valeur absolue est égale au pro¬ 
duit des valeurs absolues des facteurs et qui , de 
plus , est positif dans le cas ou ces facteurs sont 
de même signe , négatif dans le cas où ces facteurs 
sont de signes contraires 

D’après la définition, l’on a : 

3 X 5 = i 5 
3 X (— 5 ) = — i 5 

— 3 X 5 = — i 5 

— 3 X (— 5 ) = i 5 . 

Produit de plusieurs facteurs. — Le produit de 
plusieurs facteurs est, par définition, le résultat 
final que l’on obtient lorsque l’on multiplie le 
premier par le second, le produit obtenu par le 
troisième, le produit obtenu par le quatrième, etc. 

Ainsi soit le produit : 

— a X 4 X (— 5 ) X 6 X (— 3 ) X 2. 

L’on a, d’après la définition : 

— 2X4 —— 3; — 8x( — 5 ) = 40; 40X6 = 240; 

240 X (— 3 ) = — 720 ; — 720 x 2 = — 14/|o ; 

le produit considéré a donc pour valeur — i44o. 

Signe du produit de plusieurs facteurs. — 
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Lorsqu’on effectue le produit de plusieurs facteurs 
d’après la règle précédente, on voit que chaque 
facteur négatif entraîne un changement de signe, 
tandis que chaque facteur positif n’en entraîne 
pas. On en conclut que le signe du produit ne 
dépend que du nombre des facteurs négatifs ; si ce 
nombre est pair ou nul, le produit est positif; si ce 
nombre est impair, le produit est négatif. 

Théorème. — La valeur d'un produit de plusieurs 
facteurs ne change pas lorsqu on intervertit Tordre 
des facteurs. Pour démontrer que la valeur du pro¬ 
duit ne change pas, il suffit de faire voir que la 
valeur absolue reste la même et que le signe reste 
aussi le même. Or, la valeur absolue du produit est 
égale au produit des valeurs absolues des facteurs; 
d’après un théorème d’arithmétique, elle ne dépend 
pas de leur ordre. Quant au signe, il ne dépend 
que du nombre des facteurs négatifs; le théorème 
est donc démontré. 

12. Propriété distributive de la multiplication. 
Théorème. — Pour multiplier une somme par un 
nombre , il suffit de multiplier les parties de la 
somme par ce nombre et d'ajouter entre eux les 
résultats obtenus . 

Soit, en effet, à multiplier par — 10 la somme : 

5 -f- (— 3 ) -f- (— 8) —f- 2 —(— (— 15 ). 

Nous savons (p. i4) que, pour calculer cette 
somme, il suffit de faire la somme des nombres 
positifs, ce qui donne ici 5 -j- 2 = 7 , de faire la 
somme des valeurs absolues des nombres négatifs, 
ce qui donne ici 3 -f- 8 -J- i5 — 2 G, de retrancher la 
plus petite de ces sommes de la plus grande, ce 
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qui donne 26 — 7 = 19 et de donner au résultat le 
signe de la plus grande; la somme est donc — 19, 
dont le produit par —10 est 190. Nous voulons 
démontrer que Ton arrivera au même résultat en 
suivant la marche qu’indique l’énoncé du théo¬ 
rème. 

Dans ce but écrivons la somme obtenue en mul¬ 
tipliant par — 10 les diverses parties de la somme 
donnée; c’est : 

— 5 o H- 3 o - 1 - 80 -4- (— 20) -h 1 5 o. 

Comme le multiplicateur est négatif, les signes 
de tous les termes ont été changés. 

Pour calculer cette seconde somme, nous devons 
faire la somme des nombres positifs; or ces nom¬ 
bres positifs'sont précisément égaux aux produits 
par 10 des valeurs absolues des nombres négatifs 
dans la somme primitive ; on a : 

3 o -4- 80 H- i 5 o = 3 X 10 -h 8 X 10 -H 10 X 10 

= (3 H— 8 — t— 1 5 ) X 10 = 26X10= 2G0. 

Nous utilisons le théorème d’arithmétique dont 
l’énoncé est le même que celui du théorème a 
démontrer (mais où l’on suppose que tous les 
nombres sont positifs). 

De même, l’on a : 

5 o + 20 = (5 -f- 2) 10 = 7X10 = 70. 

Il se trouvait que la somme 26 des valeurs abso¬ 
lues des nombres négatifs était supérieure à la 
somme 7 des nombres positifs ; le produit 260 de 
26 par 10 est par suite supérieur au produit 70 de 
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7 par io; nous devons donc retrancher 70 de 260; 
on a : 

260 — 70 = 26 X 10 — 7X10 = (26 — 7) 10 = 19X10. 

Nous utilisons ici le théorème d’arithmétique sur la 
multiplication d’une différence par un nombre. 

Le théorème énoncé est donc démontré dans le 
cas où la somme proposée est négative, ainsi que 
le multiplicateur; on étudierait de même les autres 
cas qui peuvent se présenter et dans lesquels la 
démonstration est encore plus simple. Le théo¬ 
rème est donc général. 

On exprime la propriété qui résulte de son 
énoncé en disant que la multiplication est distribu¬ 
tive par rapport à l’addition. 

La soustraction se ramenant a l’addition, la mul¬ 
tiplication est aussi distributive par rapport à la 
soustraction ; en désignant par a, b, c, d, m, des 
nombres positifs ou négatifs, on a : 

(a — b — c -f- d) m z=z am — bm — cm -+- dm . 

La règle de la multiplication, comme celles de 
l’addition et de la soustraction, doit être justifiée 
par des exemples concrets ; il est nécessaire de 
faire voir que cette règle permet d’obtenir la solu¬ 
tion exacte des problèmes dans lesquels on l’utilise, 
(fest ce que montre l’étude du mouvement uni¬ 
forme. 

i 3 . Division. — La division est l’opération 
inverse de la multiplication. Diviser un nombre par 
un autre, c’est en trouver un troisième dont le pro¬ 
duit par le second soit égal au premier. 
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Par exemple : 

i2;(— .'») = — 3 car (— 3)x(—4 )=ia. 

La règle de la division estune conséquence immé¬ 
diate de la règle de la multiplication. 

Règle. — Le quotient de deux nombres a pour 
valeur absolue le quotient de leurs valeurs absolues 
et , déplus , est positif ou négatif suivant que ces deux 
nombres sont de même signe ou de signes contraires . 

Exf.mples : 

(— 12 ) : (— 4 ) = 3 
(— 3<>) : 6 = — 5 

3o : (— 6) = — 5. 

if\. Fractions algébriques. — On appelle quel¬ 
quefois fraction algébrique 1 le quotient indiqué de 
deux nombres positifs ou négatifs. 

Par exemple, voici des fractions algébriques : 

Zll hQ liL 

4 ’ — 5 ’ —4' 

Los valeurs de ces fractions sont, d’après la règle 
de la division : 

1 6 _7ii 

4* 5’ 4 * 

Théorème. — On ne change pas la valeur d'une 
fraction algébrique en multipliant ou divisant ses 
deux Ici'nies par un même nombre. 

En effet, on ne change pas la valeur absolue, 


i. Nous adoptons cotte expression parce qu’elle figure au pro¬ 
gramme. 
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d’après la proposition analogue de l’arithmétique, 
quant au signe, il ne change pas si l’on multiplie 
ou divise par un nombre positif, car les signes des 
deux termes restent les mêmes; et il ne change pas 
non plus, si l’on multiplie ou divise par un nombre 
négatif, car les signes des deux termes changeant 
alors tous deux, le signe de leur quotient reste le 
même. 

De la proposition précédente on conclut qu’il est 
possible de réduire plusieurs fractions au même 
dénominateur par la même règle qu’en arithmé¬ 
tique. Il en résulte que, pour étudier l’addition ou 
la soustraction des fractions, on peut se borner aux 
fractions qui ont même dénominateur. 

Règle. — Pour ajouter ou retrancher plusieurs 
fractions ayant un même dénominateur, il suffit 
d } ajouter ou retrancher les numérateurs et de donner 
au résultat le dénominateur commun . 

Ainsi, a , b , c, d , m, étant des nombres positifs 
ou négatifs, on a : 


a 

m 


b_ 

m 


c 

m 


d 

m ' 


i-b- 


Démonstration de la règle. — Pour démontrer 
cette règle, il nous suffit de multiplier par m les deux 
membres de l’égalité précédente. S’ils sont égaux, 
ils resteront égaux; s’ils sont inégaux, ils resteront 
inégaux; c’est une conséquence de la règle de la mul¬ 
tiplication. Nous avons donc a démontrer l’égalité 


c d\ /, 

- 1 -) 172 = ( 

m m] \ 


a — b - 


Il suffit d’appliquer la règle relative à la multipli- 
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cation d’une somme ou différence par un nombre m; 
on obtient : 

a — b — c cl = a — b — c cl 
ce qui est exact. 

15. Multiplication des fractions. Règle. — Le 

produit de deux fractions est une fraction ayant 
pour numérateur le produit des numérateurs et pour 
dénominateur le produit des dénominateurs . 

Exemples : 

_3 i5 

— 4 ^— 6 24’ 

3_ —5 — i5 

—/, X 6 — 24’ 

3 — 5 — i5 

^ 4 X ^ 6 — 24' 

Démonstration de la règle. — D’après la défini¬ 
tion de la multiplication, la valeur absolue du pro¬ 
duit est égale au produit des valeurs absolues des 
facteurs; il en est bien ainsi lorsqu’on suit la règle 
indiquée. Il suffit donc de montrer que le signe 
obtenu est le bon; c’est ce que l’on vérifie en exa¬ 
minant successivement tous les cas possibles; par 
exemple, dans le premier exemple donné, les deux 
facteurs sont négatifs et le produit est positif, ce 
qui doit être, etc. 

16 . Division des fractions. Règle. — Le quo¬ 
tient de deux fractions s'obtient en multipliant la 
fraction dividende par la fraction diviseur renversée . 

Exemples : 

3.—3 —6_ — 18 

4 • ZTg 4X — 5 —W 
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J . _5 _ 3 — 8 _ — 18 

— 4* — 6“ — 4 X 5“ ao’ 

— 3 ._ 5 _ — 3 —6__18 

— 4 ' — 6 — \ X 5 — 20 ' 

Justification de la règle. — La règle se justifie 
comme celle de la multiplication. 

III. APPLICATIONS DES NOMBRES POSITIFS 
ET NÉGATIFS. MOUVEMENT UNIFORME 

17. Détermination d’un point sur un axe. — 
Nous avons déjà dit que l’on appelle axe une 
droite sur laquelle on a fixé un sens positif, le 
sens opposé étant dès lors appelé sens négatif. 
Etant donné un axe, si l’on connaît la position 
d’un point A sur cet axe, pour connaître la posi¬ 
tion d’un autre point^B, il suffit de connaître la 
valeur du segment AB (et l’unité de longueur). 
Il est commode, pour fixer la position d’un point 
sur un axe, de donner sa distance à un point fixe, 
toujours le môme, qu’on appelle origine des ab¬ 
scisses et que l’on désigne généralement par la 
lettre 0 ; par définition, la distance du point A au 
point 0 est la valeur algébrique du segment OA 
on dit que c’est l’abscisse du point A. 

- 

g 8 o ' ' A 

Fig. 2. 

Ainsi, sur la figure 9., l’abscisse du point A est 3 ; 
l’abscisse du point B est — 2, comme 011 le voit de 
suite, grâce aux traits équidistants qui y sont 
figurés. En résumé : 
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Définition. — Etant donnes un axe, un point 
fixe 0 sur cet axe, et une unité de longueur, Vabscisse 
d'un point A de Vaxe est la valeur algébrique du 
segment OA. 

18. Variations de l’abscisse. — Lorsque le 
point A se déplace sur l’axe, son abscisse varie; a 
chaque position du point correspond une valeur et 
une seule de l’abscisse, et réciproquement a tout 
nombre positif ou négatif correspond un point 
et un seul dont l’abscisse est égale à ce nombre. 

Étudions les variations de l’abscisse lorsque le 
point A partant d’un point très éloigné dans la 


a, a 2. a 3 o a 4 a 5 Aq 

Fig. 3 . 


direction négative, se déplace constamment dans le 
sens positif, occupant successivement les positions 
A t , A g , A 3 , A v A s , A 6 (fig. 3 ). L’abscisse du point A 4 est 
égale au segment OA t ; c’est un nombre négatif dont 
la valeur absolue est la longueur OA 1 ; cette valeur 
absolue est d’autant plus grande que A 4 est plus 
éloigné du point O- Lorsque le point vient en A s , 
puis en A a , l’abscisse reste négative, mais sa valeur 
absolue devient de plus en plus petite; elle devient 
nulle lorsque le point A se confond avec le point O. 
Si le point A continue à sc déplacer dans le môme 
sens, l’abscisse devient positive, d’abord très petite, 
puis de plus en plus grande (positions A 4 , A s , A 6 ). 

On convient de dire quun nombre a est supérieur 
à un nombre b, ou plus grand que b, lorsque la dif¬ 
férence a — b est positive; et Von exprime ce fait en 
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écrivant . 
ou 


a > h 


a — b > o. 


Par exemple on a : 

7 > 4, 

car 7 — 4 = 3 est un nombre positif. On a, de 
même : 

7 > — 4î 

car 7 — (— 4 ) = 11 est un nombre positif. On a 
enfin : 

— 4 > — 7 > 

car —4 — (—7) = —4 + 7 = 3 est un nombre 
positif. 

La définition que nous avons donnée coïncide 
donc avec la définition arithmétique lorsque a et b 
sont tous deux positifs; lorsqu’il n’en est pas ainsi, 
on en déduit la règle suivante. 

Règle. — Lorsque a est positif et b négatif on a 
toujours : 

a> b, 

lorsque a et b sont tous deux négatifs , on a : 
a> b, 

dans le cas et dans le cas seulement ou la valeur 
absolue de a est infèj'ieure à la valeur absolue de b . 

La représentation d’un nombre par le point dont 
l’abscisse est égale à ce nombre fournit une image 
simple qui explique et légitime ces définitions. 
Désignons par A le point dont l’abscisse est a et 
par B le point dont l’abscisse est b; 011 vérifie sans 
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peine (fig. 4) que Sl l’on a l’inégalité 

a > b, 

il en résulte que À est, sur notre figure, à droite 
de B, c’est-à-dire 
est, par rapport à 
B, dans la direction 
positive (puisque 
nous avons choisi 
comme sens positif 
le sens de gauche à 
droite). Nous avons 
fait la figure dans 
les trois cas différents qui peuvent se présenter : a 
et h positifs; a positif et h négatif; a et b négatifs. 

En tenant compte de cette définition on peut 
résumer comme il suit ce que nous avons dit sur la 
variation de l’abscisse. 

Règle. — Lorsque le point A se déplace dans le 
sens positif,\ son abscisse ça constamment en crois¬ 
sant, c est-à-dire prend des çaletirs de plus en plus 
grandes. 

Sur la figure 3 , on a, par exemple : 

OÂ c > ÜA 5 > OÂ 4 > ÜÂ 3 > OA 2 > ÔA,. 

Remarque. — Le nombre zéro est supérieur à tous les 
nombres négatifs; géométriquement, le point origine O est 
à droite de tous les points d'abscisse négative (lorsque le 
sens positif est le sens de gauche à droite). 

19. Distance de deuxpoints. — Puoblème : Etant 
données les abscisses de deux points, calculer leur 
distance. 



0 B 

A 

B 

6 

A 


B a 0 

Fig. 4 
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Soient A et B les deux points donnés ; désignons 
par a et b leurs abscisses, c’est-a-dirc posons : 

OA —a; O B = A 

Nous voulons calculer le segment AB 5 nous 
savons que l’on a : 

AB = AÜ + OB. 

On a d’ailleurs : 

AO = — OA = — a 
OB = b. 

Il en résulte donc : 

AB =— a -{- bz=zb — a. 

Telle est la formule qui donne la distance de 
deux points; on peut la traduire en langage ordi¬ 
naire comme il suit : 

Règle. — La distance de deux points A eî B 
situés sur un axe est égale et Vabscisse du second B 
diminuée de Vabscisse du premier A. 

Il ne faut pas perdre de vue que la distance ÀB 
ainsi définie est positive ou négative suivant que la 
direction de A vers B est elle-même positive ou 
négative. 

Bien que cette règle, ayant été démontrée, n’ait 
pas besoin de vérification, nous allons, vu sa très 
grande importance, donner de nombreux exemples. 

Exemple I. 

B ' O ' ' A 

Fig. 5. 

03 = a== 3 ; OB =: b = — 2. 

ÂB = — 2 — 3 = — 5 . 
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Exemple IL 

À 

6 B 


Fig. G. 

OA = a = — 

°| 

tel 

II 

II 

tP 

AB = 2 

-(- 3) = 5. 

Exemple III. 


À ’ B 

6 


Fig. 7. 

OA = a — — 6 

; 015 = 3 = — , 

ÂB = — 

4— (—6) = 2 . 

Exemple IV. 


B 

k 6 


Fig. 8. 

AÔ = a = — i 

Ol 

tel 

II 

Il 

1 


AB = — 3 — ( — I ) zz: — 2 . 

20. Détermination d’un événement dans le 
temps. — Pour déterminer la position d’un événe¬ 
ment dans le temps, on choisit une époque bien 
déterminée, que l’on appelle origine des temps , et 
une unité de temps. La date de chaque événement 
est alors représentée par un nombre positif si 
révénement est postérieur à l’origine des temps, 
négatif s’il est antérieur *, et dont la valeur absolue 


i. Il est clair que l’on pourrait théoriquement faire uyc con¬ 
vention de signe opposée; celle que nous indiquons est générale¬ 
ment adoptée. 

Borel. — Algèbre, 2° cycle. 


3 
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est égale à la mesure de l’intervalle de temps qui 
sépare cet événement de l’origine 

21. Intervalle qui sépare deux événements. — 
Lorsque l’on connaît les époques de deux évé¬ 
nements A et B, l’intervalle de temps qui les sépare 
est égal à l’époque de B, diminuée de l’époque 
de À. L’intervalle ainsi obtenu est positif si A est 
antérieur a B, et négatif si A est postérieur à B; 
on peut le désigner par AB. 

sa. Changement de l’origine des abscisses. — 
Il arrive fréquemment qu-’il est nécessaire de 
changer l’origine des abscisses, c’est-à-dire, con¬ 
naissant les abscisses de divers points d’un axe, 
l’origine étant O, de calculer les abscisses de ces 
memes points, l’origine étant un autre point O' de 
l’axe. 

Il est évidemment nécessaire pour cela de con¬ 
naître la position de O' par rapport à O, on doit 
donc supposer connue la mesure du segment 00', 
c’est-à-dire Vabscisse de la nouvelle origine par rap¬ 
port à Vancienne. 

Il suffit alors (fig. p) d’appliquer la formule : 

OA = OÜ 7 4- (FA, 

—- > 


0 


0 ' 

Fig. 9 . 


4 - 

A 


On en déduit : 


O'A = OA — 00', 

c’est-à-dire que l’on a la règle suivante : 
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Règle. — L'abscisse d'un point A, par rapport à 
la nouvelle origine , est égale à Vabscisse de A par 
rapport à Vancienne oi'igine , diminuée de l'abscisse 
de la nouvelle origine par rapport à Vancienne. 

Si l’on désigne par a l’abscisse de À par rapport 
à O, par a l’abscisse de A par rapport à O' et par d 
l’abscisse de O' par rapport à O, on a la formule fon¬ 
damentale : 

a ! = a — d, 

qu’il faut aussi connaître sous la forme équivalente : 

CL —— CL —f— d. 

a 3 . Changement de l’origine des temps- — Il 
est aussi très important de savoir changer l’origine 
des temps; la règle est évidemment la même; nous 
nous contenterons de l’énoncer. 

Règle. — L'époque d'un événement par rapport à 
la nouvelle origine est égale à son époque par rap¬ 
port à Vancienne, diminuée de Vépoque de la nou¬ 
velle origine par rapport à Vancienne. 

^ 4 - Définition du mouvement uniforme. — 
Considérons un point A qui sc déplace sur un axe; 
on dit que le mouvement du point À est uniforme 
lorsque les espaces qu’il parcourt dans des temps 
égaux sont toujours égaux, quels que soient ces 
temps égaux. Ainsi l’espace parcouru pendant une 
heure est toujours le même, l’espace parcouru pen¬ 
dant une minute est toujours le même, l’espace par¬ 
couru pendant une seconde est toujours le môme. 

Dans cette définition, il ne faut pas perdre de 
vue que le point A se déplace sur un a.ve, c’est- 
à-dire que des espaces ne sont considérés comme 
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égaux que s’ils sont égaux en valeur absolue et de 
néme signe. 

Un promeneur qui marche d’un pas égal sur une 
•oute se déplace à peu près d’un mouvement uni¬ 
forme, s'il se dirige toujours dans le même sens; 
il n’en est pas de même s’il se promène de long 
en large dans un corridor. 

On appelle vitesse d’un mouvement uniforme l’es¬ 
pace parcouru pendant l’unité de temps. 

Pour déterminer la vitesse il est donc nécessaire 
de connaître : i° le mouvement; 2° le sens choisi 
comme sens positif, 3 ° l’unité de longueur ; 4 ° l’unité 
de temps. 

Il résulte de la définition de la vitesse que c’est 
un nombre positif ou négatif suivant que le mobile 
se déplace dans le sens positif ou dans le sens 
négatif. 

Lorsque l’on donne la vitesse d’un mobile, on 
fait souvent connaître les unités de longueur et de 
temps : on dit par exemple que la vitesse d’un auto¬ 
mobile est de 3 o km à l’heure On pourrait dire 
aussi : la vitesse est 3 o, les unités choisies étant le 
kilomètre et riieurc ; il reviendrait au même de 
dire : la vitesse est 5 oo, les unités choisies étant 

le mètre et la minute ; ou la vitesse est 833 i, les 

unités étant le centimètre et la seconde ; car par¬ 
courir 3 o km en une heure revient à parcourir 
5 oo mètres en une minute, et à parcourir 833 cen¬ 
timètres ~en une seconde. 

Nous n’insisterons pas sur la théorie de ces chan¬ 
gements d'unité; il est bon de se familiariser d’abord 
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avec leur pratique usuelle. Contentons-nous desavoir 
que les unités de temps et de longueur doivent tou¬ 
jours avoir été fixées d’une manière précise et bien 
connue. 

^ 5 . Équation, du mouvement uniforme. — Pro¬ 
posons-nous de déterminer quel est l’espace e par¬ 
couru pendant un temps t , la vitesse étant v. Si t 
est un nombre entier, par exemple 12, on pourra 
raisonner comme il suit : pendant le temps 1, l’es¬ 
pace parcouru est, par définition, égal à v; l’espace 
parcouru pendant le temps 12 est égal à l’espace 
parcouru pendant 1 2 intervalles de temps égaux à 1 ; 
on a donc : 

e — 12 v, 

ou, plus généralement : 

c = vt. 

L’espace est égal au produit de la vitesse par le 
temps. Telle est la formule du mouvement uni¬ 
forme, qu’on appelle aussi Véquation du mouvement 
uniforme. 

Nous avons démontré cette équation en suppo¬ 
sant que t soit un nombre entier; si t est une frac¬ 
tion, telle que —, on remarquera que les espaces 

rj 

parcourus pendant des intervalles de temps égaux à 

~ sont égaux, d’après la définition du mouvement 

uniforme; dans 7 de ces intervalles de temps, c’est- 
à-dire pendant l’unité de temps, l’espace est égal à 
v d’après la définition de la vitesse; l’espace est 

donc é&al à - dans chacun de ces intervalles et à 

* 7 





38 


ALGÈBRE 


i 3 fois ~ pendant i 3 de ces intervalles, égaux chacun 
à L’espace parcouru pendant le temps £~ — est 
donc ce qui est d’accord avec la formule : 


: p/. 


Dans cette démonstration, nous avons supposé 
t positif) il en résulte que e a le même signe que c, 
ce qui est d’accord avec la remarque que nous avons 
faite sur le signe de la vitesse. Si la vitesse est posi¬ 
tive, l’espace est positif, le mobile s’est déplacé 
dans le sens positif, a parcouru un segment positif; 
c’est le contraire si la vitesse est négative. 

Supposons maintenant que t soit négatif. Que 
doit-on entendre par Vespace parcouru en un temps 
négatif? A l’époque actuelle le mobile est en À ; à 
l’époque — 3 , c’est-à-dire il y a 3 secondes, si la 
seconde est l’unité de temps, il était en B; nous 
disons que le segment AB est Vespace qui correspond 
au temps — 3 ; c’est le segment qu’il faut parcourir, 
pour, de là position actuelle, aller à la position 
occupée à l’époque — 3 ; de même que l’espace par¬ 
couru pendant le temps -f- 3 est le segment qu’il 
faut parcourir pour, de la position actuelle, aller à 
la position occupée à l’époque -j- 3. 

Quelle est la valeur algébrique du segment ÂJ3? 
Elle est opposée à celle du segment M; or ce seg¬ 
ment BA, parcouru pendant le temps 3 , est égal 
à 3 c ;oaa donc : 


AB = — 3e, 
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c’est-à-dire, dans ce cas encore : 

e = ut. 

On peut remarquer que, t étant négatif, si la 
vitesse est positive, AB est un segment négatif, 
puisque le sens du mouvement est le sens de B vers A; 
si, au contraire, la vitesse est négative, AB est un 
segment positif. 

On se rend ainsi compte des raisons concrètes des 
règles de la multiplication des nombres positifs et 
négatifs; la généralité de l’équation du mouvement 
uniforme justifie ces règles, et, à défaut d’autres 
raisons, l’étude des problèmes sur le mouvement 
uniforme aurait suffi pour conduire à les imaginer. 

26, Forme plus générale de l’équation du mou¬ 
vement uniforme. — Dans les problèmes que l’on 
se pose au sujet du mouvement uniforme d’un ou 
de plusieurs mobiles sur un axe, on a souvent à 
résoudre la question suivante : connaissant Vabscisse 
du mobile à une certaine époque , calculer cette abscisse 
à une autre époque . 

Solution. — Désignons par t 0 l’époque à laquelle 
on connaît l’abscisse du mobile, soit x Q cette abscisse; 


O 


A 0 Ai 

Fig. 10. 


le mobile est en A 0 ; on se propose de déterminer 
l’abscisse x i du point A t où se trouve le mobile à 
l’époque t r 

Or, 011 a, d’une part : 

OA 4 = DÂ 0 -!-A 0 A, 





40 


ALGÈBRE 


et d’autre part ; 

A 0 A 4 = c (q ? 0 ), 

car A 0 A 1 est l’espace parcouru pendant le temps 
t i — t Q (temps positif si t i désigne une époque pos¬ 
térieure à t 0 et négatif dans le cas contraire). 

On a donc, puisque OA 1 = ül\] OA q =x q : 

—O- 

Telle est la forme plus générale que l’on peut 
donner à l’équation du mouvement uniforme. Dans 
cette formule x 0 désigne l’abscisse qui correspond à 
l’époque t Q et ^ l’abscisse qui correspond à l’époque 
t i7 ces époques sont tout à fait quelconques. 

Après avoir étudié les équations du premier degré, 
on se rendra compte combien l’équation du mouve¬ 
ment uniforme est un instrument commode pour 
résoudre de nombreux problèmes. 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE I 

1 . — Calculer la valeur de x donnée par la formule : 

« = \_ a i b — c ) + <*] [ 7 “^ — {b — 3) (a 2 — 5)], 
où Ton suppose . 

a — — i 
b = 2 
c = 3 
cL—[ x . 

2 . — Môme question, en supposant : 




c = o,35, cl = — o,i. 
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3. — Calculer la valeur de y donnée par la formule : 
y = [[(“ + *)«+ '] (« — A ) + 2 1 |[(« + b)c + i] il — 3j, 
en supposant : 

a 
b 
c 
d 


2 

i 

i 

2 . 


4. — Meme question, en supposant : 



5. — Le volume d’un certain solide est donné par la for¬ 
mule : 


V 


3 abcd 

cl —J— b —j— c — d ' 


a , b, c, d étant quatre longueurs exprimées en mètres; Y est 
alors exprimé en mètres cubes ; on demande de calculer le 
volume Y en supposant : 


a = 35 cm 

b =2 I 2 Q mm 
C — 2 m 



6 . — Meme question, en supposant : 

a =. 2 Um 
b = 3 l,m 

c — I 2 mm 
d — 

7. — Un mobile se déplace sur un axe avec la vitesse — 35, 
les unités de longueur et de temps étant le mètre et la 
seconde. À midi, son abeisse est a5 kra ; quelle est-elle à 
midi 5 m 35 s ? 

8 . — Deux trains vont à la rencontre l’un de l’autre sur 
une môme ligne; la distance qui les sépare à midi est 7 5 k 111 ; 
quand se rencontreront-ils, sachant que la vitesse du premier 
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est 22 m ,75 à la seconde et la vitesse du second i ltm | à la 
minute? 

9. — On considère, sur un axe, une origine O et une 

seconde origine O' dont l’abscisse par rapport à O est I2 mni . 
On donne trois points A, B, G dont les abscisses par rap¬ 
port à O sont respectivement 8, —o,i5, l’unité choisie 

étant le centimètre et trois points A', B', C' dont les abscisses 
par rapport à O' sont respectivement 0 , 002 ; l'unité 

étant le mètre. Calculer les segments AA', BB' ; CC'. Faire 
la ligure. 

10. — Démontrer que a et b étant les abscisses de deux 
points A et B, l’abscisse c du point C, milieu de AB, est 
donnée par la formule : 

a + * 

2 

On démontrera d’abord cette formule en supposant a, b, c 
tous trois positifs, et on fera voir ensuite que le cas général 
peut se ramener à ce cas particulier par un changement 
d’origine. 

11 . — Étant donnés n points sur un axe, déterminer sur 
cet axe un point O tel que, si on le prend pour origine, la 
somme des abscisses des n points donnés soit égale à zéro. 

12. — Un certain nombre de jeunes gens organisent entre 
eux une course de bicyclettes dans les conditions suivantes : 
ils partiront en meme temps et l’on chronométrera les épo¬ 
ques auxquelles iis arriveront au but. On fixera ensuite une 
époque A de telle manière que ceux qui seront arrivés avant 
l’époque A recevront un nombre de centimes égal au nombre 
de secondes qui se sera écoulé entre leur arrivée et l’époque 
A, tandis que ceux qui seront arrivés après l’époque A ver¬ 
seront un nombre de centimes égal au nombre de secondes 
qui se seront écoulées entre l’époque A et leur arrivée. Com¬ 
ment doit-on fixer l’époque A pour que le nombre total de 
centimes à recevoir par les gagnants soit égal au nombre 
total de centimes à verser par les perdants? 

Appliquer au cas où les coureurs sont au nombre de 5 et 
où ils arrivent aux instants ci-après : 
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Jeun à midi i5 ni 35 s 
Jacques à midi 8 m i5 s 
Paul à n h 59 m 45 s 
Louis à midi i3 m 5o s 
Philippe à midi 20 lu 4° s * 

13. — Une course à longue distance est organisée d’après 
un règlement analogue au précédent, mais on convient que 
la somme à verser ou à recevoir est de 5 centimes par minute 
et on ne note les arrivées qu’à i /4 d’heure près; comment 
doit-on régler, sachant que 8 coureurs sont arrivés à n h 3o m , 
12 à ii h 4 o m , 3o à midi, 18 à midi i5 m , 6 à midi 3o m , 2 à 
midi 45 m et i à i h i.W 

14. — Deux bicyclistes roulent dans le même sens sur 
une piste circulaire de 5oo m de long; la vitesse du premier 
est de 3o km à l’heure et la vitesse du second est de 8 m ,75 à 
la seconde. On sait, de plus, que le premier passe au point 
origine A à midi 2 m i 5 s et que le second y passe à i h i m 5 s ; 
quelles sont les époques, entre midi et l h , où l’un des bicy¬ 
clistes dépasse l’autre? 

15. — Un voyageur part «à midi et se déplace, sans s’ar¬ 
rêter, avec une vitesse de 4 km à l’heure; un autre voyageur 
part à sa poursuite à i h et adopte le règlement suivant : 
marcher pendant 55 m avec une vitesse de 6 km à l’heure, se 
reposer 5 m , puis recommencer de même pendant les heures 
suivantes. A quel instant le second voyageur rattrapera-t-il 
le premier? 
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L MONÔMES, POLYNOMES. TERMES SEMBLABLES. 

27. Expressions algébriques rationnelles. — 
On appelle expression algébrique un ensemble de 
nombres, de lettres et de signes d’opérations (signes 
écrits ou sous-entendus) de telle manière que l’on 
puisse calculer la valeur de l’expression lorsqu’on 
attribue aux lettres des valeurs déterminées. Une 
expression algébrique est dite rationnelle lorsque 
les seuls signes d’opérations, à effectuer sur les let¬ 
tres, sont l’addition, la soustraction, la multiplica¬ 
tion 1 et la division, à l'exclusion de Vextraction des 
racines. Par exemple les expressions : 

a - — e 

•£, 3 a, y] 3 bc-j-f 7 d-h 3^— 

sont des expressions algébriques rationnelles , bien 
que la dernière d’entre elles renferme des radi- 


1. L’élévation à une puissance d’exposant entier est un cas par¬ 
ticulier de la multiplication a J *- = aX,a'X.a'X.a. 
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eaux; mais ces radicaux portent sur des nombres; 
au contraire 

b — 1 — 3 \j a , \J ci —J— b , \J"c —J— \fd> 

sont des expressions algébriques, irrationnelles . Nous 
nous occuperons presque exclusivement des expres¬ 
sions rationnelles; nous rencontrerons quelquefois 
des expressions irrationnelles, mais nous n’en ferons 
pas de théorie générale. 

28. Monômes- — On appelle monôme le pro¬ 
duit de plusieurs nombres et lettres. 

Ainsi l’expression : 

(— 3)XflX(-i5)XiXflXcX7XflXi 
est un monôme. 

Comme la valeur d’un produit ne change pas 
lorsqu’on intervertit l’ordre des facteurs, on peut 
écrire a gauche tous les facteurs numériques et, de 
plus, réunir entre eux les facteurs représentés par 
une même lettre; par exemple, le monôme que 
nous venons de considérer peut s’écrire aussi : 

(— 3) X (— 1 5) X 7 X a X « X « X b X b X c. 

On peut introduire une nouvelle simplification; 
la valeur cl’un produit ne changeant pas lorsqu’on 
remplace plusieurs facteurs par leur produit effectué, 
on remarquera que l’on a : 

(— 3) X (— i5) X 7 = 3 1 5 
a X a X a = 
bXb = b\ 

de sorte que notre monôme peut finalement s’écrire 
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sous la forme simplifiée : 

3 i5a 3 b 2 c, 

dans laquelle ne figure plus aucun signe opératoire 
explicite; les signes de multiplication sont sous- 
entendus ou remplacés par les exposants. 

C’est sous cette forme simplifiée que nous écri¬ 
rons toujours les monômes; le facteur numérique, 
ici 3 i 5 , qu’il est d’usage d’écrire à gauche, s’ap¬ 
pelle le coefficient . Le monôme 

— 3 a 2 b 

a pour coefficient — 3 . Le coefficient d’un monôme 
est ainsi un nombre positif ou négatif qui peut être 
entier, fractionnaire, ou irrationnel. Un monôme 
dont le coefficient est nul est égal à zéro, car un 
produit de plusieurs facteurs est nul lorsqu’un de 
ces facteurs est nul. 

29. Monômes semblables. Addition, et sous¬ 
traction. — On dit que deux monômes sont sem¬ 
blables lorsqu'ils ne diffèrent que par leurs coef¬ 
ficients. Par exemple, les monômes : 

\J‘Sarbc z , i5a 2 bc z } — naV, 
sont semblables; il en est de même des monômes : 

|*y, — I-Uy, .xh/. 

Le dernier de ces monômes doit être regardé 
comme ayant pour coefficient 1, car le produit d’un 
nombre quelconque par l’unité est égal à ce nombre 
lui-même; 1 x-y* est donc la meme chose que x~y v> . 
De même le monôme —.r 2 // 3 doit être regardé 
comme ayant-pour coefficient — 1. 
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Règle. — La somme de plusieurs monômes sem* 
blables est un monôme semblable à chacun d'eux, 
ayant pour coefficient la somme des coefficients. 

Exemple. — Soit à ajouter les monômes sem¬ 
blables : 

iia z b 2 c^x, i5 a 3 b 2 à x, — a z b 2 c h x, — 35a z b 2 c^x. 

Ces monômes semblables ont pour coefficients les 
nombres 12, i 5 , — 1, — 35 dont la somme est : 

1 2 — 1 5 — 1 — 35 =z — 9 . 

La somme cherchée est donc — ga 3 b 2 c i x. 

Autre exemple. — Soit à ajouter les monômes 
semblables : 

1 5xhf, xhf, — 14 <*’V, Æ *V> —3.*y 

dont les coefficients sont i 5 , 1, — 1 4 ? l , — 3 . La 
somme de ces coefficients est : 

1 5 —t— 1 — 14 -f- 1 — 3 nz o. 

La somme est donc un monôme semblable aux 
monômes proposés et de coefficient zéro; elle est 
donc égale à zéro. 

Justification de la règle. — La règle se justifie 
par le théorème démontré dans le chapitre I (n° 12) : 
Pour multiplier une somme par un facteur, il suffit 
de multiplier par ce facteur les diverses parties de la 
somme et d’ajouter entre eux les résultats obtenus. 
Si nous reprenons le premier exemple, nous voyons, 
en appliquant ce principe, que —9 étant égal a la 
somme des nombres 12, 1 5 , — 1, — 35 , le produit 
de —9 par dlràx est égal à la somme des produits 
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de 12, i 5 , — i, —35 par a?b“c k x : 

— ÿa^b-c^jc = l'icv'lrc^x ~j- i5at 3 # 3 c ,4 .z H- (— cfil-àx) 

-h (— 35rt 3 6 2 c 4 x), 

ce que nous voulions démontrer. 

On justifierait de la même manière la règle de la 
soustraction que nous nous contenterons d’cnoncer. 

Règle. — La différence de deux monômes sem¬ 
blables est un monôme semblable à chacun d'eux 
ayant pour coefficient la différence des coefficients. 

Soit, par exemple, à retrancher 5 cdb de 8 drb; on 
retranchera 5 de 8, ce qui donne 3 ; la différence 
cherchée est 3 a 2 b. Si l’on avait proposé de retran¬ 
cher 8 a~b de 5 a~b, il aurait fallu retrancher 8 de 5, 
ce qui aurait donne — 3 ; le résultat serait donc 
— 3 a~b. 

Remarque. — Il n'est pas inutile de remarquer 
que, dans les démonstrations précédentes, on ne 
fait aucune hypothèse sur les valeurs attribuées 
aux lettres a , b, c*, x qui figurent dans les monômes 
considérés; le résultat cle l’opération est exact 
quelles que soient les valeurs de ces lettres. Dans la 
démonstration, on a le droit d’utiliser les principes 
établis pour les opérations sur les nombres, car le 
raisonnement que l’on fait pourrait être repris pour 
chaque système de valeurs particulières que l’on 
attribuerait aux lettres; il conduit donc à un 
résultat indépendant de ces valeurs particulières, 
puisqu’il est le même dans tous les cas. La même 
remarque s’applique à l’établissement de toutes les 
règles du calcul algébrique. 

3 o. Polynômes. — On appelle polynôme la 
somme de plusieurs monômes. Par exemple l’expïes- 
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sion : 

cd b -b ,r 2 y -}- i %ax 2 -b 35.r?/ 3 , 

est un polynôme : c’est la somme clés monômes 
a*b, x*y, 1 35 «r?/ 3 . L’expression : 

a 2 b~ — 3 ab — 2 ,ry ~b 5a 3 

est aussi un polynôme, car c’est la somme des 
monômes a 3 è 2 , —3 ab, — 2 .rz/, 5a 3 . 

On dit parfois qu’un polynôme est une expres¬ 
sion formée par une suite de monômes séparés 
par les signes -f- et —, mais il est préférable de 
conserver notre première définition, car elle permet 
de bien comprendre ce que l’on entend par termes 
du polynôme : ce sont les monômes dont ce polynôme 
est la somme. Ainsi, le polynôme : 

5 a 2b^Sa 2 — a 2 -i-x i 

a 4 termes : 5 a 2 b, —Sa 3 , —a 2 , x l \ 

Un polynôme qui a deux termes s’appelle binôme; 
un polynôme qui a trois termes s’appelle trinôme; 
les expressions : quadrinome, quintinomc, elc., ne 
sont pas usitées L 

3i. Réduction des termes semblables — 
Lorsque deux termes d’un polynôme sont deux 
monômes semblables, on dit que ce sont deux 
termes semblables. On peut, sans changer la valeur 
du polynôme, remplacer deux ou plusieurs termes 
semblables par leur somme effectuée ; c’est ce qu’on 
appelle faire la réduction des tenues semblables II 


i. On écrit quelquefois binôme, trinôme, polynôme; il n’y a 
aucune raison pour mettre sur ces mots l’accent circonflexe qui 
se trouve sur monôme, contraction de mononomc. 
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suffit d’appliquer la règle de l’addition des monômes. 
Exemple. —* Soit le polynôme : 

35 a}b-\- 1 5xy — io.a 2 b~ha z — xy-\- i^aïb — 5o arb — 8a 3 ; 

il est commode, pour effectuer la réduction des 
termes semblables, de l’écrire de la manière sui¬ 
vante : 

35 a 2 b -b i5 xy 

— 1 2 a?b -b a 3 

— xy 

-b 14 a 2 b 

— 5o a 2 b — 8a 3 . 

Les termes semblables étant écrits dans des 
colonnes verticales, on effectue ensuite l’addition 
des coefficients d’une même colonne : 

35 — 12 -b 1 4 — 5o — — 1 3 
15 — i = 1 4 
i — 8 = — 7 . 

Le polynôme proposé peut donc s’écrire sous la 
forme plus simple : 

— i3a 2 £-b 14 ocy — 7 a 3 . 

Autre exemple. — Soit le polynôme : 

x 3 -b 5.r 2 — 8 — 3.r 2 — 2 .r 2 -b 1 5 -f- 6 a? — 2 — 3.r. 

On trouve qu’il est égal à : 

(1 — 3 )^ 3 -f- (5 — 2 ).r 2 -b (6 — 3)j? - 4 - (— 8 -b i5 — 2 ), 
c’est-à-dire à : 

— 2 «t 3 —I— 3x“ —(— 3 x —|— 5. 
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32. Degré d’un monôme et d’un polynôme. — 
On appelle degré d’an monôme par rapport à l’une 
des lettres x qu’il renferme, l’exposant de cette 
lettre x dans le monôme. Ainsi le monôme 

3 ab^àx^y 

est de degré 2 par rapport à x 7 de degré 3 par 
rapport a c , de degré 1 par rapport à ?/, etc.; il est 
de degré zéro par rapport à z, car il ne renferme 
aucun facteur égal à z. Le degré d’un monôme par 
rapport à Vensemble de plusieurs lettres est, par 
définition, égal à la somme de ses degrés par rap¬ 
port à chacune de ces lettres. Par exemple, le 
monôme écrit plus haut est de degré 3 par rapport 
à l’ensemble des lettres x et y , de degré 6 par rap¬ 
port à l’ensemble des lettres a , b , c; son degré 
total , c’est-à-dire son degré par rapport à l’en¬ 
semble de toutes les lettres qu’il renferme, est 9. 

O11 appelle degré d’un polynôme par rapport à 
une lettre le degré de celui de ses termes dont le 
degré est le plus élevé; on définit de même le degré 
d’un polynôme par rapport à l’ensemble de plu¬ 
sieurs lettres. On suppose d’ailleurs que l’on a fait 
la réduction des termes semblables. Ainsi le poly¬ 
nôme : 

3 û 2 j? 3 H-~ — aV 

est de degré 5 par rapport à a et de degré 3 par 
rapport à x; son degré total est 7; il 11’est pas égal 
à la somme des degrés partiels, parce que le terme 
dont le degré par rapport à a est le plus élevé 
n’est pas le même que le terme dont le degré par 
rapport à x est le plus élevé. 



54 


ALGEBRE 


lettres, et on groupe ensemble les termes sembla¬ 
bles (on utilise, en fait, pour cela, la règle de mul¬ 
tiplication d’un polynôme par un monôme, qui sera 
énoneée au n° 39 ). 

Par exemple, si l’on a le polynôme : 

— a 2 x-y 4- 3 x 2 y — bxy 2 4 - cxy 2 -f- ax 4 - 3<r — y, 
on l’écrira comme il suit : 

(— a z -4- 3) x 2 y 4- (— b-hc) xy 2 4- [a 4 - 3) x — y\ 

c’est un polynôme du 3 iemc degré en x et y, le coef¬ 
ficient de xry est — a z -f- 3, etc. 

II. ADDITION, SOUSTRACTION, MULTIPLICATION 
DES MONÔMES ET DES POLYNOMES. 

35. —Les règles des opérations sur les monômes 
et les polynômes sont une conséquence immédiate 
des règles et des théorèmes concernant les opérations 
sur les nombres; nous avons d’ailleurs utilisé, dans 
le paragraphe précédent, certaines de ces règles, 
qui sont a peu près évidentes; pour être complet, 
nous allons les reprendre ici. 

36. Addition et soustraction des monômes. 
Règle. — Pour ajouter plusieurs monômes , il suffit 
de les écrire les uns à la suite des autres avec leurs 
signes; pour retrancher un monôme , il suffit à’ ajouter 
le monôme opposé. Cette règle conduit comme 
résultat a un polynôme dans lequel, s’il y a lieu, 
on fait la réduction des termes semblables. 

Exemple. — Ajouter les monômes : 

1 5a 2 Xj —3 a^Xj i5a 2 y } — a 2 x — a z y. 
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On obtient le polynôme : 

i 5a 2 x — 3 o}x -f- 1 5a z y — a 2 x — a 2 y , 
qui s’écrit, plus simplement : 

i ia 2 x -f- ika z y. 

Autre exemple. —Ajouter les monômes : 

a 2 x, — a 2 y , a 2 , 

et retrancher du résultat les monômes : 

— a 2 x, — 3a 2 y, — <z 4 , 2 a 2 y. 

On obtient : 

a z x — ci 2 y —J— ci 3 — a z x —f— 3 cdy H— < 2 4 —— 2 a 2 y } 
ou, plus simplement : 

o.a z x~\- a z -f- a i . 

37. Addition et soustraction des polynômes. 
Règle. — Pour ajouter ou retrancher un polynôme , 
il suffit d’ajouter ou retrancher successivement tous 
les termes de ce polynôme. 

Dans le résultat ainsi obtenu, on fait, s’il y a 
lieu, la réduction des termes semblables. 

Exemple. — Ajouter les polynômes suivants : 

3 a 2 x -f- b z -+- 6 H- a r \ 

— b 3 — 8 -f- 2 a 4 -f- 3 a 2 x, 

— 3Z> 3 -- 6 a 4 -f- i5a*r—. 9 . 

On obtient le polynôme : 

3 a 2 x -+- b 2 -f- 6 -f- a 4 — b 3 — 8 -f- 2 a 4 -b 3 a 2 .r 

— 3 b 2 — 6« 4 -f- 1 5a 2 x — 9 
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ou ; en réduisant les termes semblables : 

21 a 2 x — 3 6 3 — 3 a 4 — n. 

Autre exemple. — Retrancher le polynôme : 

3 a?x — 9 cdx 2 — §a 2 x 2 

du polynôme : 

9 < 2 2 j; -b i Sa z æ 2 — a 2 jc 2 . 

On obtient : 

9 a 2 x -b i 8 a 3 <r 2 — a 2 x 2 — 3 a 2 x -b ga?æ 2 -b 6 a 2 jr, 
ou, plus simplement : 

6a 2 x -b 2 r ja 2 x 2 -b Sara' 2 . 

Règle pratique. — Lorsqu une somme ou diffé¬ 
rence de polynômes est indiquée par des parenthèses , 
pour Veffectuer 9 on supprime les parenthèses , en 
ayant soin de changer les signes des termes situés à 
Vintérieur de celles qui sont précédées du signe —. 

Exemple. — Soit à calculer : 

a 3 -b 6 2 — (3a 3 — 2 b 2 ) -f- (— a 3 -b b 2 ) — (— 6 a 3 -b bb 2 ). 

On obtient : 

a 3 -b b 2 — 3a 3 -b 2 b 2 — a 3 -b b 2 -b 6a 3 — 4 b 2 } 
ou, en réduisant les termes semblables : 

3a 3 . 

Remarque. — Pour faciliter la réduction des 
termes semblables, il est souvent commode d’écrire 
les uns au-dessous des autres tous les termes sem¬ 
blables entre eux; cette remarque est surtout utile 
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clans le cas où l’on ajoute des polynômes ordonnés. 
Exemple. — Faire la somme des polynômes : 

3 x z — Sx 2 H- 3x — 4 
— 2.r 3 — x 2 — 6 
gx 2 — 6x — 7 
S — .* 3 . 


On disposera l’opération comme il suit : 

3«r* — 5x 2 -f-3 x — 4 

— — x 2 — 6 

gx 2 — 6 .r — 7 

— a* - 4-8 


On ajoute entre eux les coefficients des mêmes 
puissances de x, placés les uns au-dessous des 
autres; on obtient ainsi le résultat cherché : 


3.r — 9 , 


c’est-a-dire : 


3x 2 — 3x • 


puisqu’un monôme h coefficient nul est nul. 

38. Multiplication des monômes- — Le pro¬ 
duit de deux monômes est un monôme admettant 
comme coefficient le produit des coefficients et comme 
partie littérale le produit des parties littérales. 

Soit, par exemple, à multiplier les deux monômes : 


3 5 5 

Le produit de ^ par —- est —g; le produit 
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cherché est : 



De même, le produit des monômes : 


est : 


-\ aV> 



- ab % a?b t 

9 . 


Ce monôme peut d’ailleurs s’écrire plus simple¬ 
ment en groupant les facteurs égaux : 


-aW. 

i 


On remarque qu’une lettre telle que a admet 
pour exposant la somme des exposants qu’elle admet¬ 
tait dans les deux facteurs. On déduit de cette 
remarque la règle pratique suivante : 

Règle pratique. — Pour former le produit de 
deux ou plusieurs monômes , on écrit d'abord le pro¬ 
duit des coefficients (pris avec leurs signes); on écrit 
ensuite toutes les lettres distinctes qui figurent dans 
les facteurs en affectant chacune d'elles d'un expo¬ 
sant égal ci la somme des exposants quelle a dans 
les divers facteurs. 

Soit, par exemple, à effectuer le produit des 
monômes suivants : 


4-a*b*c —~axy — 

\Ji fi J $ 


Le produit des coefficients 


2 — 2 — 5 
VV \/ 2 ’ 3 


est 
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3X2X5 


:5; l’exposant de la lettre a doit être 
: 5 ; l’exposant de b : i ~ f-3 —5; l’ex- 


2X3 

3+ I + r : 

posant de c : i ; l’exposant de x : i -|- 2 = 4 ; l’ex¬ 
posant de y : 3. Le produit est donc : 

5a*b*cx l y*. 


39 . Multiplication d’un polynôme par un 
monôme. Règle. — Pour multiplier un polynôme 
par un monôme , il suffit de multiplier chaque terme 
du polynôme par le monôme et d'ajouter entre eux 
les résultats obtenus . 

Cette règle est une conséquence immédiate de 
la propriété distributive de la multiplication (n° 12 ). 

Exemple. — Soit à multiplier le polynôme : 

3 a 2 — aZ> 3 -f- x -f- 5y 


par le monôme : 
On oblient : 


— abx 2 . 


— 3 cfibx* -f- 2 a& 4 .r 2 — abx 3 — iyabx^y, 

4o. Multiplication de deux polynômes. Règle. 
— Pour multiplier deux polynômes, il suffit de mul¬ 
tiplier Vun d'eux successivement par tous les termes 
de C autre et d* ajouter entre eux les résultats obtenus. 

Cette règle est aussi une conséquence de la pro¬ 
priété distributive de la multiplication. 

Exemple. — Soit à multiplier le polynôme : 

a*b — ab-h 3£ 2 

par le polynôme : 


__ 2ab + 3 ^ 
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On multiplie d’abord le premier polynôme par 
æ 2 , ce qui donne : 


càb — a z b H- 3a 2 6 2 . 


On le multiplie ensuite par — o.ab , ce qui donne : 

— 2 a 3 /; 2 -f- 2rt 2 # 3 — 6a& 3 . 

Enfin, on le multiplie par 3& 2 , ce qui donne : 

3 a?b z —3«# 3 -f~ 9 & 4 . 

Il ne reste plus qu’à ajouter ces trois produits 
partiels; on obtient : 

a k b — aïb + 3a 2 P — 2 a 3 Z > 2 -f- 2 a 2 b* — 6ab 3 

+ 3 a 2^__3^3_ 1 _ 9 ^4 7 

ou, en réduisant les termes semblables : 

<àb — cv'b -h 5a 2 Z > 2 — za?b 2 — 9 aP -f- 3 a 2 P -h 9 &*. 

4 1 • Cas des polynômes ordonnés. Disposition 
pratique. — Dans le cas où l’on doit multiplier 
deux polynômes renfermant une seule lettres, il est 
commode de les ordonner et de donner à l’opéra¬ 
tion une disposition particulière que nous allons 
indiquer sur un exemple. 

Exemple. — Soit à multiplier les deux polynômes : 


3.r 3 — 2 .r 2 + G.i 4- 1 
2 .r 2 -f- — 7 . 


On disposera l’opération comme il suit: 
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3.r 3 — 2 x 2 ■+- 6x -f- i 

'i,r 2 —1— 5x — 7 

(U ,s — /|.r i -h 12.-1 3 -f- a.r 2 

1 5/r 4 — i o.r 3 ~(- 3o,r 2 H- 5.r 

— au - 3 H- i/,.r 2 — 4a.r — 7 
Gx 5 -f- 11 x 1 — 1qr 3 -f- 46^ 2 — 3 y.r — 7 

On a écrit d’abord l’un des deux polynômes au- 
dessous de l’autre et tiré un trait au-dessous duquel 
sont écrits les produits partiels, ici au nombre de 
3, que l’on obtient en multipliant le multiplicande 
par chacun des termes du multiplicateur; ces pro¬ 
duits partiels sont disposés, comme il a été expliqué 
pour l’addition, de manière qu’on puisse en faire 
commodément la somme, qui est inscrite au-dessous 
du second trait. 

Autre exemple. —Multiplier x k -|- ccr 2 x -f- ï 
par .t 3 — x 1 —ï. L’opération se dispose ainsi qu’il 
suit : 

x 4 H- x 2 -h %x -4- 1 
_ a? 3 —.r 8 —1 

jp _|_ ,2;® _|— _j— „t ‘ 3 

— .r 6 — j? 4 —2Æ 3 —.r* 

- X 4 - X 2, 2X T 

x 1 — x 6 -j- .r 5 — .r 3 — 2 X 2, — 2 X — 1 . 

On a eu soin de laisser des blancs correspon¬ 
dant aux degrés pour lesquels il n’y avait pas de 
termes. 

Remarque. — L’égalité qui exprime le résultat 
des opérations effectuées s’appelle une identité; les 
deux membres deviennent identiques lorsqu’on les 
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simplifie ; ainsi l’égalité 

x («r — i ) = 2 JT 2 — x [x -f- i ) 

c*st une identité . Nous donnons aux Exercices quel¬ 
ques exemples d’identités à vérifier. 


III. DIVISION DES MONÔMES, D’UN POLYNOME 
PAR UN MONÔME 

4â. Division des monômes- — On dit qu’un 
monôme est divisible par un autre lorsqu’il existe 
un troisième monôme qui multiplié par le second 
reproduit le premier. La règle de la division est 
une conséquence immédiate de la règle de la mul¬ 
tiplication. 

Règle. — Le quotient de deux monômes a pour 
coefficient le quotient des coefficients et renferme 
chaque lettre avec un exposant égal à la difjérence 
de ses exposants dans le dividende et dans le divi¬ 
seur. 

Exemple. — Soit à diviser 35 a?b 2 xy par jabx; 
on obtient : 

5a 2 by. 

Il est inutile d’écrire la lettre x, dont l’exposant 
devrait, d’après la règle, être égal à zéro; nous avons 
déjà remarqué (page 5i) que cela signifie qu’il n’y a 
aucun facteur égal à x. Nous énoncerons donc la 
remarque complémentaire suivante, qui est impor¬ 
tante : 

Remarque. — On peut supprimer dans un pro¬ 
duit toute lettre affectée de Vexposant zéro; en d*au¬ 
tres ternies , on veut remplacer le facteur x° par i. 
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43. Règle de divisibilité. — Nous avons énoncé 
la règle de la division en supposant que le divi¬ 
dende était divisible par le diviseur : elle est alors 
une conséquence de la règle de la multiplication; 
pour qu’il y ait divisibilité, il est nécessaire et suffi¬ 
sant que la règle soit applicable, c’est-à-dire que le 
diviseur ne renferme aucune lettre ne figurant pas 
dans le dividende, et ne renferme les lettres y figu¬ 
rant qu’avec un exposant au plus égal à celui qu’elles 
ont dans le dividende. Lorsque le dividende n’est 
pas divisible par le diviseur, on se borne à indiquer 
la division : on a une fraction. 

44 * Division d’un polynôme par un monôme. 
Règle. — Pour diviser an polynôme par un monôme, 
il suffit de diviser successivement tous les termes du 
polynôme par le monôme et d’ajouter entre eux les 
résultats obtenus. 

Exemple. — Diviser le polynôme : 

3 a 2 x A -h 5a/;.x 3 -h or, 
par le monôme i5ax. On obtient : 

~ ax 3 -f- ~ bx 2 -|~ 

5 3 1 5 

Remakque. — Pour qu’un polynôme (dans lequel 
on a réduit les termes semblables) soit divisible 
par un monôme, il finit et il suffit que chacun de 
scs termes le soit. 

45. Remarque sur la division. — Lorsque la 
division n’est pas possible, on se borne à l’indiquer, 
en employant la notation des fractions; par défini¬ 
tion, A et B étant deux expressions algébriques 
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quelconques, la notation g indique une expression 

algébrique dont la valeur est égale au quotient de 
la valeur de À par la valeur de B; c’est le quotient 
de À par B et l’on a, par définition : 

gXB = A. 

Dans les applications que l’on peut avoir à faire 
de cette égalité fondamentale, il y a lieu d’apporter 
une attention spéciale au cas où B serait égal à zéro 
pour les valeurs particulières données aux lettres ; 
on ne sait pas, en effet, ce qu’est le quotient d’un 
nombre par zéro; nous verrons, dans la théorie des 
équations du premier degré, que l’on est amené a 
désigner ce quotient par le symbole oo (que l’on 
énonce : infini) \ nous discuterons aussi le cas où A 
serait nul en même temps que B, ce qu’il y a sim¬ 
plement lieu de retenir pour l’instant, c’est que dans 
le cas ou le dénominateur B d'une fraction utilisée 
dans le coings des calculs se trouve être égal à zéro , 
il y a lieu de ne pas accorder une confiance absolue 
au résultat et d" examiner la question de plus p?’ès. 

Cette remarque doit être sous-entendue, en par¬ 
ticulier, dans le paragraphe par lequel nous allons 
terminer ce chapitre. 

46. Fractions rationnelles. — On donne le nom 
de fractions rationnelles aux fractions dont les deux 
termes sont des polynômes (ou, comme cas parti¬ 
culier, des monômes). 

Voici des exemples de fractions rationnelles : 

3 a 2 b m a — b a 1 -x* — y z 

5 £ â c 3 ’ c — d ’ a 2 *x' 4 — ?/ s -4-s’ 
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On appelle degré cl’ane fraction rationnelle le 
degré de celui de ses deux termes dont le degré est 
le plus élevé; par exemple, la fraction : 

ax b 
a'x-+-b r 


que nous étudierons en detail au chapitre VIII, est 
du premier degré en x; c’est même l’expression 
générale de la fraction du premier degré en x, si 
l’on admet que a, ô, a', b' peuvent désigner des 
expressions algébriques quelconques indépendantes 
de x (c’est-à-dire ne renfermant pas x). 

Le calcul des fractions rationnelles est soumis 
aux mêmes règles que celui des fractions arithmé- 
tiqu es; c’est là une conséquence immédiate des 
n‘ m 14 ? *5; i6 et du fait que les lettres tenant la 
place des nombres, les opérations légitimes sur les 
lettres le sont aussi sur les nombres. 

En particulier, on peut simplifier les fractions 
en divisant le numérateur et le dénominateur par 
un facteur commun; on peut aussi réduire plusieurs 
fractions au même dénominateur en multipliant les 
deux termes de chacune d’elles par un facteur con¬ 
venablement choisi. 

Dans le cas ou les termes des fractions sont des 
monômes, les règles pour la formation dup. g. c. d. 
et du p. p. c. m. sont les mêmes qu’en arithmétique 
pour les produits de facteurs premiers; il est donc 
1res aisé de réduire les fractions à leur plus simple 


expression et aussi de réduire plusieurs fractions 
au plus petit dénominateur commun . Il y a lieu de 


remarquer que l’on regardera une 


fraction comme 


plus simple qu’une autre lorsque ses termes seront 
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de degrés respectivement moins élevés ; cela ne veut 
pas dire qu’ils sont plus petits , car leur grandeur 
relative dépend évidemment des valeurs données 
aux lettres qui y figurent; un sens analogue doit 
être donne aux mots plus petit dénominateur com¬ 
mun • 

Par exemple, soit la fraction : 

3 a 2 bc 
6abc 1} 


on la simplifiera en divisant les deux termes par 
3 abc, ce qui donne : 

a 

2 C 

Si l’on suppose que l’on ait : 

a~ io b = o,ooi c = 20, 

on a : 

3 cdbc =. 6 
6abc 2 = ‘i \, 

de telle sorte que la fraction proposée se réduit à 

6 io 

et la fraction simplifiée à On doit cependant, 

au point de vue algébrique, considérer la seconde 
fraction comme plus simple que la première. 

Lorsque les ternies des fractions sont des poly¬ 
nômes, nous ne pouvons donner ici les règles géné¬ 
rales pour trouver leur p. g. c d. et leur p. p. c. m, ; 
on doit donc se borner a simplifier les fractions 
par la suppression d’un facteur commun aux deux 
termes, lorsqu’on aperçoit un tel facteur et, pour la 
réduction au même dénominateur de plusieurs frac- 
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tions, se contenter cle multiplier les deux termes 
de chacune d’elles par le produit des dénominateurs 
des autres, à moins que la pratique du calcul ne 
suggère quelque simplification. 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE II 

16. — Additionner les polynômes suivants ; 

3* 2 ax-\- b; 

— 5* + + c "h ^ î 

— 8ax + 5* 2 + c 2 + b ; 

et ordonner le résultat, par rapport à x. 

17. — Additionner les polynômes suivants : 

5*3 —8a3?2 + 5kç — c 
ax 2 — 3.r 3 — i\c — 12 bx 
96 \r 2 + 12 a # 3 + 5 bx — i5, 

et ordonner le résultat par rapport à x. 

18. - Faire le produit des monômes suivants : 

| rt.r 2 , ^ efîbxy, —~ a 2 * 2 y 2 . 

19 — Faire le produit des monômes suivants : 

- a '>■£ 3 , —1- a 2 a* 4 , —~ cfîx 1 , ~ abx 1 . 

a o 1 0 5 

20. — Faire le produit des monômes suivants : 

— ^ a 2 x ,y , ^ abcx n y, —~a 2 c ,2 y 8 ; —^ .ry 3 . 

21. — Faire le produit des polynômes suivauls : 

abx ~|~ a-ij --f- b~x 
aby -|~ — b-y. 
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22 . — Faire le produit des polynômes suivants : 

3as 3 — 5 # 2 -j- 62 ? — 7 
zx* — 6 # 5. 

23. - F aire le produit des polynômes suivants : 

2X~ — 

4 # 2 — Sx -j- 3. 

24. — Faire le produit des polynômes suivants : 

# 2 —J— 2 ax -(-a 2 — £2 

x 2 _j- 2 bx -f -b 2 — a 2 — 3 ab, 

et ordonner le résultat par rapport à x. 

25. — Faire le produit des polynômes suivants : 

ax 2 bx c 
a'x 2 + b'x -f- c\ 

et ordonner le résultat par rapport à x. 

26. — Faire le produit des polynômes suivants : 

ax Z _|~ 2 a 2 x 2 -[~ Scfîx — a * 
x 2 — Bao? -f- 8a 2 . 

27. — Calculer le carré de a -]- b. 

2 S. — Calculer le cube de a -j- b. 

39- — Calculer la quatrième puissance de a + b. 

30. — Calculer le carré, le cube, la quatrième puissance 
de a — b. 

31. — Calculer le carré, le cube, la quatrième puissance 
de 1 -{-x; de 1 — x. 

32. — Calculer le carré de « + l > + c - 

33. — Calculer le cube de a -f- b -f- c. 

34. — Calculer le carré de a -f- b -|~ c -|- cL 

35. — Calculer le carré àe.a~\-b-\-c-\-d~\-e. 

36. — Calculer le carré de x -y — z — u — v. 

3*7 , — Calculer le carré de x — y -f- z — u -|- r. 

38. — Calculer le carré des polynômes suivants : 

3x 2 — 5a; + 4 
ax 2 — Qx -f 5 
3^» + — 9 

Sx -}- 2 y —- 5. 
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39. - 1 - Effectuer le produit de a -j- h par a — b. 

40. — Effectuer le produit de a 2 + ab -f* b 2 par a — b. 

41. — Effectuer le produit de a 3 a 2 b ab 2 a — b. 

42. — Effectuer le produit de a 4 -J- a 5 b -j- a 2 b 2 -|~ ah 3 + b k 
par a — b. Généraliser. 

43. — Effectuer le produit de a 2 — ab 4~ b 2 par a -j- b. 

44. — Effectuer le produit de a 3 — a 2 b + ab 2 — h z par 
a + b. Généraliser. 

45. — Effectuer le produit : 

{a -j- b -j- r) (— a -f- b -j- c) (a — b -|- c) (a -j- b — c). 

46. — Vérifier l’identité : 

(a* + b*) («'2 + b' 2) = (aa' + bb')* + ( ab r — ba ')2. 

47. — Vérifier l’identité : 

(« 2 + b* + c 2) ( a '2 + b '2 4- t .'2) = (art' + bb 1 + ce’)* 

( bc ' — cb')2 -J” { ca> — «r') 2 -|~ ( ab' — ba ') 2 . 

48. — Vérifier l’identité : 

( a 2 + £2 _|_ C 2 + </2) (*2 4-^2 4_ *2 + *2) = (a* 4~ by 4- CS 4~ dt ) 2 

4 - (aiî — <7a? 4 - bz — cy ) 2 4 - (bt — dy 4 - fa? — az ) 2 
4 - (c£ — dz 4 - «y — Ar) 2 . 

49. — Simplifier les fractions suivantes : 

lia^bcx i5a^bc~xy iSa^ba^xyz 

2 b' 1 d 1 y" iy §oabcx 2 z ’ 1 a abc‘*y% 

50. — Simplifier les fractions suivantes : 

< 2.1 — l)‘3 ' a h — l)ft a o 4 - P 

<ri a — b 2 '' a*— P’ aâ^pP* 

On utilisera les résultats des exercices 89 à /[/{. 

51. — Faire le produit des fractions suivantes : 

a^bx ab^x^ Sab^x 
a b-y cxz 5 a-bx~y } 

simplifier le résultat obtenu. 

52. — Faire la somme des fractions suivantes 

rt.r . b y . ab 4~ « 2 - b- 4“ 3 a: — bb 

T + t + - 


xy 
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53. — Effectuer les additions et soustractions suivantes : 

a ~ x )by (a 2 -f~ /; 2 )y 2 3ahx% 
y ** x " x^ î/2 

54. — Réduire au meme dénominateur les fractions sui¬ 
vantes : 

i 2 ha _ Oa 2 

a -j- b a — b a* — b~ a' 1 -|~ Z>-' 

On remarquera que l’on peut prendre a 4 — //» comme 
dénominateur commun. 

55. — Effectuer les opérations suivantes : 



a 3 , & 3 , <?3 

b — c ‘ c — a a — b' 


56. — Vérifier l’identité : 

x __ x _ i 

x* — a* 2 a(x--a) 2 a{x -J- a)’ 

57. — Vérifier l’identité : 

_ l ___I_ (_± _x \ 

[x — a) (x — b) b~a\x~b x^-~a)‘ 

58. — Vérifier l'identité : 

__I_ x 

(x— a) (*— b) [x — c) —\:v — a) (a — b){a — c) 

(æ — 6) (i — a) (b — c) [x — cj (c — a) (c — b)' 

59. — Vérifier l’identité : 

_ 1 _ï 

{x-a) (x—b)(x-c) {x — d) — (x-a) (a — b) (a — c) (a — c/j 

T (5 — b) (b - a) (A — c) [b — d) 

— C ) — ( c — b ) (<•• — d) + (x — d) (d — a) (rf _ b) {d — c) 


CHAPITRE III 

ÉQUATIONS ET INÉGALITÉS DU PREMIER 
DEGRÉ 


I. ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ A UNE INCONNUE. 

47. Généralités sur les équations. — O a appelle 
équation une égalité renfermant une ou plusieurs 
lettres, appelées inconnues ou variables ; en général, 
cette égalité n’est vérifiée que si l’on attribue cer¬ 
taines valeurs à ces lettres. Par exemple : 

ix -h 3 = x -h 5 

est une équation à une inconnue x; cette égalité 
est vérifiée pour x = 2 et n’est pas vérifiée pour 
cc = 1 . 

De môme : 

x H- /j = y 6 — 3 .r 

est une équation a deux inconnues ou deux varia¬ 
bles x et y; elle est vérifiée par exemple pour 
a 7=2, ?/ — G ou pour x = — 4 ? // = G, ou pour 
x = r, y = 2; elle 11’cst pas vérifiée pour x = o y 
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y —o. Elle est donc vérifiée pour certains systèmes 
de valeurs des variables et pas par tous. 

L’égalité : 

r i i i 

x — I 2 X — 3 x 2 

est aussi une équation; elle est vérifiée pour 
x=2; elle n’est pas vérifiée pour = comme 
on s’en assure aisément. 

On considère souvent des équations qui, outre 
les variables ou inconnues, renferment d’autres let¬ 
tres que l’on appelle, par opposition, constantes ou 
données; on emploie d’habitude pour les inconnues 
les dernières lettres de l’alphabet et pour les don¬ 
nées les premières. 

Ainsi, on peut considérer une équation telle que 
la suivante : 

x a — 3 = H- — 6a-h 3?/. 

Elle est vérifiée pour x=a, y = a — i, comme 
on le constate sans peine en substituant ces valeurs 
à x et ?/, c’est-à-dirc en remplaçant x par a et y 
par a — i. 

Une équation qui serait vérifiée pour toutes les 
valeurs des variables ne serait plus une équation, 
mais une identité. Ainsi l’égalité 

(x -J r -y)(x — y) = x 2 — y 2 

est une identité L’identité peut donc être regardée 
comme un cas particulier de l’équation, lorsque 
l’on a une équation on doit d’abord se demander si 
elle est ou n’est pas identique. 

Une équation se compose de deux expressions 
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algébriques séparées par le signé ==; ce sont les 
deux membres de l’équation; l’expression écrite à 
gauche est le premier membre; l’autre est le second 
membre. 

48. Théorèmes généraux. Principe. — On peut 
ajouter une même quantité aux deux membres d'une 
équation sans modifier la ou les solutions de cette 
équation. 

Car, si deux quantités sont égales, on obtient 
d’autres quantités égales en leur ajoutant une troi¬ 
sième quantité quelconque 

De ce principe résulte un théorème fondamental. 
Théorème I. — On peut faire passer un terme 
d'une équation d'un membre dans Vautre à condi¬ 
tion de changer son signe. 

Démonstration. — Soit l’équation : 

3x -I- By -f- 7 = 8 a — 9 -f- x, 

et soit proposé de faire passer le terme x du second 
membre dans le premier. 11 suffit d’ajouter —x aux 
deux membres; comme x — x donne zéro dans le 
second membre, on obtient : 

3.r -4- 5 y H- 7 — x = Sa — 9 , 

ce qui démontre le théorème. On peut faire passer 
tous les termes d’une équation dans le premier 
membre; le second membre se réduit alors à zéro. 
Ainsi toute équation peut prendre la forme 

A = o, 

en désignant par À une certaine expression algé¬ 
brique plus ou moins compliquée. Nous considère- 
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rons presque exclusivement les équations telles que 
À se réduise à un polynôme; on appelle alors degré 
de T équation le degré de ce polynôme par rapport 
aux inconnues. 

Dans le cas où A est une somme cle fractions 
rationnelles, on peut réduire ces fractions au môme 
dénominateur et en faire la somme; l’équation 
prend alors la forme : 

M 

N 


M et N étant des polynômes, considérons l’équa¬ 
tion : 


M = o, 


et une solution de cette équation, c’est-à-dire des 
valeurs particulières données aux inconnues, x, ?/,... 
et telles que M soit nul par la substitution de ces 
valeurs. Si ces pâleurs n annulent pas N, il est clair 

que la relation M = o entraîne ^=o, il n’en est 

pas de même si ces valeurs annulent N; on ne peut 
alors rien affirmer , car le quotient de zéro par zéro 
nest pas défini. 

Soit, par exemple, l’équation : 

.r 2 — Sx + 6 _ 

x 2 — 4 x + 3 0j 

si l’on suppose x = 2 , on a : 

a - 5X2 + 6=4 — io -f- 6 = o 
— 4X21-4-3 = 4 — 8 h-3 = i; 

donc x = 2 est une solution de l’équation Si l’on 


l'urAiiuNs i:r imicautés du premier degré 75 

»* *b Oit * 

r- f> — () — n + f) = o 

» ‘ *. \ X ‘1 I- ’t <) — l'A -4*- 3=0; 

i|i>ut* r d n’est pas une solution. 

.Nous énoncerons dont.' le théorème suivant : 

Tin ont mk II. Iun'squ'une équation se réduit 

au quotient de deu.r pohj nomes, on obtient ses solu¬ 
tions 1 7 i ihi'rt liant les eu leurs des ineonnues qui 
annulent le numérateur et qui n annulent pas le 
denmnutiiteur On pont doue remplacer Inéquation 
proposer par l'equation obtenue eu égalant le 
numeiatcnr a zéro, en se réservant (Ce.vu miner ulté¬ 
rieurement si les solutions trouvées annulent ou 11071 
le dénominateur. Cette opération s’appelle chasser 
les dénominateurs. 

Ku particulier, il petit arriver que, b; dé no min a- 
tvitr soit un nombre , tel que i f> on df> ; il est clair 
al»iïH que Thu peut le supprimer sans changer en 
j ;,. n b*H suint tous de l'équation ; nous en verrons 

bientôt «les exemples. 

\ t h* c>i . uti le dénominateur renferme des 
lath es r mûmes, est par exemple ,'b/ — f>, il y a lieu 
4 oJimu \ et* que, simaiit la valeur de ees lettres 
Jei de «i , ou bien il est nul quelles que soient les 
im »muu*' !•./ bien il est difièrent de zéro quelles 
«pu* >oient 1 «* , îiiruimtii's ; ear il ne dépend pas des 
\;d**iiï , ntt i limer*, aux ineonnues ; eelle remarque 
J imputante dans la discussion des problèmes 
tpte mois déduit mis au prochain chapitre). 

ni Kxeiupbm dVquationB du premier degré à 
une me* tumi'*. Soit 1 équation : 

i : \ v . H.r ~.* t. 
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Faisons passer tous les termes dans le premier 
membre; nous obtenons : 

Sx — 8.^-b 3-b i = o, 
ou, en réduisant : 

— 3.r H— 4 = o, 

c’est donc une équation du premier degré; en fai¬ 
sant passer le terme connu dans le second membre, 
nous obtenons : 

Pour que l’équation soit vérifiée, il faut et il suffit 
que x soit tel que son produit par—3 soit égala 
— 4; x doit donc, d’après la définition même de 
la division, être égal au quotient de —4 par —3, 
c’est-à-dire que l’on a : 


Telle est la solution de l’équation proposée; la 
méthode même par laquelle nous l’avons obtenue 
montre qu’elle est unique. 

Autre exemple. — Soit l’équation : 

(Sx -b (x — 3) (x — i) = x 2 — — -b —, 

7 4 

En faisant passer tous les termes dans le premier 
membre et en effectuant, on obtient : 

C>jc -b x 2 — f\x -b 3 — x 2 -b — — = o, 

7 4 

c’est-à-dire : 

( f >-* + ^ + 3 -T = »■ 
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C’est une équation du premier degré que l’on 
peut écrire aussi : 


d’où l’on tire, par le même raisonnement que tout 
à l’heure : 


i 



12 —JL 
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On déduit de ces exemples la règle pratique sui¬ 
vante : 

Règle. — Lorsqu on s'est assuré quune équation 
est clu premier degré en faisant passer tous ses 
termes dans le premier membre , on isole Vinconnue 
dans le premier membre et le terme connu dans le 
second / la solution s'obtient alors en divisant ce 
terme connu par le coefficient de l'inconnue . 

Remarque. — Pratiquement, lorsque l’équation 
proposée est simple, il n’est pas nécessaire cle faire 
passer tous les termes clans le premier membre 
pour s’assurer qu’elle est clu premier degré; il est 
préférable d’appliquer seulement la seconde partie 
de la règle, c’est-à-dire de faire passer les termes 
inconnus clans le premier membre et les termes 
connus dans le second. 

Exemple. — Résoudre l’équation : 

3 7 5 

- .x’ 4- 7 — j--=zjx — 9. 

a 4 4 


On obtiendra d’abord : 


g_!),. = - 9 _ 7 + 2 . 
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Puis, successivement : 


ï 7 — 

4 X 4 

x Z 


64. 


5 7 


£7 . i_ 
4 * 4 


4 ‘ 


-5 7 . 


5o. Équations à coefficients littéraux. — La 
règle est la même, lorsque l’équation, outre l’in¬ 
connue .r, renferme d’autres lettres données a , l } c. 
Soit, par exemple, l’équation : 

3 olx —f— b — ex —J— 4 • 

On l’écrira comme il suit : 

(3a — c)x == 4 — £, 

et on en déduira que x est égal au quotient de 4 — b 
par 3 a —c, ce que l’on écrira, en employant la 
notation des fractions rationnelles : 

4 -b 


6 a - 


Il n’y a pas lieu de simplifier celte fraction. Si 
l’on avait : 

3 abx = a 3 # 2 , 

obtiendrait, parla règle de division des monômes : 


on 


<v ] b 
3 a b " 


a 1 h. 


Si l’on a l'équation : 

(a — b) x = a* — b 2 

ou écrit 

__ a} — h- 

J ’ a — b 
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>n sait (Kxercice 3q) que Ton a iclenli<£iic~ 
a 1 — b 1 — (a — b) [a ~\~ b) ; 

ni suppose que a — b n’est pas mil, on 
i simplifiant : 

x = a 4- b. 

b dans ee cas» il y a un seul nombre qui, 
par a — h, donne pour produit tr — lr et 
ijue a -f- h satisfait a celte condition. Si 
!t nul, l'équation proposée se réduirait à 

té. 

— Pour résoudre une équation du premier 
"'écrit sa un la forme ; 

A r z,z. H, 

int des expressions algébriques ne renfer - 
r * la solution est alors donnée par la for- 

11 

%r À 1 

elle on se borne à indiquer lu division , 
ne peut ou ne sait pas Vejfeetuer. (ht 
v ailleurs, lorsque c'est possible, ta frac- 

tenant compte de la remarque du n" Va 

rmsiflon. —- Considérons l’équation du 

^4ré : 

il i b, 

die a et b dé*»ignent deu\ nombres don- 
nuque •*. />/.%< n ter rett e é<[ua lion , cVsl 
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étudier les circonstances diverses qui peuvent 
présenter, suivant les valeurs des nombres a -et b- 
Ces valeurs peuvent être des nombres positifs ou 
négatifs, ou bien le nombre zéro. Supposons d abor< 
que a ne soit pas égal à zéro, il existe alors, quel 
que soit b , un nombre et un seul qui, multiplie 
par a , donne pour produit b; on désigne ce nombre 

par —; l’équation est donc vérifiée lorsqu’on y rem- 

place x par - et seulement dans ce cas, elle admet 

une seule solution bien déterminée; nous pouvons 
donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — Lorsque le coefficient a de x nest 
pas nul , Véquation du premier degré ax = b admet 
une solution unique et bien déterminée . 

Supposons maintenant que a soit nul; on peut 
dire alors qu’il n’y a plus d’équation, puisque a: 
disparaît. Ce cas ne se présenterait donc pas si l’on 
ne considérait que des équations numériques, car 
on n’aurait jamais pensé a regarder comme une 
équation une égalité ne renfermant pas x; mais 
lorsque les coefficients sont des lettres, il peut 
arriver que l’on soit conduit, par le problème posé, 
à donner dans certains cas à ces lettres des valeurs 
telles que a prenne la valeur zéro; on saisira la 
portée de cette remarque en étudiant le chapitre 
suivant. On se propose de savoir ce que devient la 
solution dans ce cas particulier. 

Supposons d’abord que a étant égal à zéro, 
b soit différent de zéro; il n’existe alors aucun 
nombres, qui, multiplié par a , donne pour produit 
1 équation est impossible . On remarquera que, si et 
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est très petit, ~ est très grand en valeur absolue,et 

d'autant plus grand que a es t plus petit, il est donc 
naturel de dire que la solution disparaît en devenant 
infiniment grande et de la représenter par le sym¬ 
bole x (déjà utilisé au n° 43 de l’Algèbre premier 
eyele et au n" i xo des Notions d’Àlgcbre). 

Supposons enfin que a et b soient mils tous 
les deux; alors tout nombre vérifie l’équation, 
puisque tout nombre multiplié par zéro donne 
pour produit zéro ; on dit alors que l’équation est 
indéterminée ; elle admet pour solution un nombre 
tjueteoru/ue. La formule dans ce cas sc réduit à 

la forme ** puisque b et a sont tous deux nuis; aussi 
dit-on quelquefois que - est un symbole d’indéter¬ 
mination, On peut résumer la discussion dans le 
tableau suivant : 


ÏU.M’MÛ ni: LA DISCUSSION 1)E L’ÉQUATION CLX = b 


h \mhii m s i k sonrnoN : 


{ 

I a > n r .1 uititjue 


«f »> h / M n **vi te pas 


ON DIT QUE 

FORMULE 

l/ÉQUATION EST 

OU SYMBOLE 

déterminée, 

b 

a 

impossible 

X = CO 






U un nninbi< 
({14<* 1 « nmpie 


o 


indéterminée 
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II. SYSTÈMES D’ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ 
A PLUSIEURS INCONNUES 

52 . Systèmes d’équations. — On dit que plu¬ 
sieurs équations forment un système lorsque l’on 
suppose que les inconnues ou variables qui y sont 
désignées par les mêmes lettres doivent y être rem¬ 
placées par les mêmes nombres; lorsque ces nom¬ 
bres vérifient toutes les équations, ils constituent 
une solution du système. 

Par exemple le système : 

( x^r-y = 3 
( x -f- 3 y zz= 5 

admet la solution x —2 , y= i ; le système : 

( x -h y -f- s = 1 3 
( 2 x 2 ~f- 3 y 2 — z — 4 

admet la solution x — i, y = a, z — 10 . 

On dit que deux systèmes sont équivalents lors¬ 
qu’ils admettent les mêmes solutions, c’est-à-dire 
lorsque toute solution du premier est solution du 
second et que toute solution du second est solution 
du premier. 

La méthode que nous avons suivie pour résoudre 
une équation du premier degré à une inconnue 
revenait au fond à remplacer celte équation par 
une équation équivalente plus simple; de même, 
pour résoudre un système d’équations du premier 
degré à plusieurs inconnues, on cherche à le rem¬ 
placer par un système équivalent plus simple. Nous 
allons étudier d’abord les systèmes d’équations, en 
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''""'v; T"- ■' i“.. pi» dtuaiiiôi- .ix 

i m î r s « tuI1 ' 

• V5 Sy »f™ d « dftUX équations à deux ineon 
nuuH Kfau. donné „n système d’étpnuions dû 
I-1'nn..T d, <)U commence par simplifier cha- 

.°I ,,:nuU «<>*»>nc»ous avons 

l,u '"‘ s , ( ' :,s ,l 1UU ‘ '"«'«"înue, «Vst-à-dirc en 
mmpn. 1rs Imurs inconnus dans les premiers 
im-ml.n-s et les termes connus dans les seconds 
Soient, par exemple, les équations : 


S I i ' '*■>' ; 

/ v. ty : 


(i '5,,.., 


On peut les écrire : 


r,,m 1 *• «■«' système, mms emploierons la 

méthode dite ,/e suhshhttwn. Il s’agit de déter¬ 
mine! de, valeurs de a et de// qui vérifient ces 
deux npin t ion. Si loti connaissait la valeur de .r 
la pirmi. te eipiation donnerait la valeur de >/ par 
It bu mu b- 

t m 17 


ilaîu» î »i< j ii i * ! I u i *itiî ail iinr \ al<*ur dblrnnincc. 

\ *ïir ur * ! » * if * b u î \<«rifirr la seconde <'<[tia- 
îuui, d.iHH 1 »ti 11 $r 1 jf* la b*fî rr i a la tuciuo valeur, 
il *i|u **»■!. Li « îr h u i {n ui <1 t î n syshunu; si l’on substitue. 
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8'* 

celte valeur de y dans cette seconde équation, ou 
obtient : 



C’est une équation du premier degré à une seule 
inconnue x; elle donnera pour x une valeur unique 
et déterminée et, connaissant cette valeur de x, on 
obtiendra la valeur de y par la formule déjà écrite : 

_I 2 

y -g -x. 

Entrons dans le détail des calculs; l'équation en x? 
donne successivement : 

Zx-\~^x 
5 


x 

et l’on a ensuite : 

__ i ___ 2 _ 19 — 44 _ — 25 _— 5 

y ~ 5 5Xi9 5Xi9 ~i9~’ 

On déduit de la marche suivie la règle suivante. 

Règle. — Pour résoudre un système de deux: 
équations du premier degré à deux inconnues x et y 
par la méthode de substitution , on résout rime de& 
équations par rapport à Vu ne des inconnues, y par- 
exemple , comme si Vautre inconnue x était connue / 
on substitue Vexpression obtenue à y, dans Vautre 
équation , qui devient ainsi une équation à une 
inconnue x, que Von sait résoudre. La valeur de æ 
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aijant été obtenue par la résolution de cette équation, 
un obtient if en remplaçant .r pur cette valeur dans 
l\>j pression de y. 

b J. Cuh d'impossibilité et d’indétermination. 
— Nous av ons ramené la résolution d’un système 
à la ré^tdotion (Fuiu 4 équation du premier degré h 
une innomme ; suivant que cette équation sera clcter- 
minée* impossible, ou indéterminée, le système lui- 
même M-ra déterminé, impossible, ou indéterminé. 
Nous ;s\tms déjà donné un exemple du cas déter¬ 
mine, rVst-ii-dire du ras oii la solution existe, et 
OÎ ,t unique. Kn voici des cas d’impossibilité et d’in- 

delermiuatioa. 

Faem i* le. I. Hesoudre le système .* 

\ l- r M>*/ “n 1 /> 

( tir }•<)//= i 8. 


I.a 

première équation donne : 


l '» \ r 

y i, 

i / 4 ^ /> ‘i 

o" ~ (i x « ~~ r*" 

Kit 

t “inplaeanî // par < 

•cl|(‘ valeur clans la seconde, 

ni 'i 

U, (•;,( 



li 1i,.r 

.» 

l.i 

cui'l fjeient de t 

t",! é«ud il zéro e t le terme 

■,ii< V 

.clit 

• M'U'I.iht de 1 n‘e »î pas nul : Hupiuiion est impos- 
; t,. . A truie piopose est donc inipossiblc, c’est- 
,m il u \ a pa * de valeurs do J' et de y qui 

!,■ i. 

i dieu! . 
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Exemple II. — Résoudre le système : 


( [\X 4~ 6 y — 18 
( 6 * 4 - 92/= 27. 

On tire de la première équation : 


y=- 


18- [\X _ 


6 


:3 ~ i, x 


et la seconde devient : 

6x4-9 ( 3 ““ 3 x ) — 2 7 

(6 — 6) x — 27 — 27. 

Elle se réduit a une identité : le coefficient de x 
et le ternie constant sont tous deux nuis, x est 
indéterminé , c’est-à-dire qu’une valeur quelconque 
de x vérifie cette équation. On pourra donc choisir 
x arbitrairement; y sera alors donné par la formule 
que nous avons obtenue : 

•) 2 

y= j ~ï x - 


Par exemple, on pourra prendre x = 3 et l’on aura 
y—i; ou bien x = — 3 et l’on aura y — 5 , etc. 

L’indétermination est ici simple; on entend par là 
qu 'une inconnue et une seule peut être prise arbi¬ 
trairement, et que l’autre inconnue est alors déter¬ 
minée, sa valeur dépendant d’ailleurs généralement 
de la valeur choisie pour la première 

55 . Systèmes de plus de deux équations. — 
La méthode de substitution s’applique sans modifi¬ 
cation essentielle à la résolution d’un système de 
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3 , 4, etc., équations à 3, 4, etc., inconnues. Nous 
allons le montrer sur quelques exemples. 

Exemple I. — Résoudre le système: 

£ 2 jc 3y -f- k z — 16 
) Sx $y - 4 - 2 z = i 
( 3.r-b "y — 2z = S. 

La première équation donne : 

tC — 2 ,r 3ÿ — x r _J 

4 2 4‘ 

En substituant cette valeur dans les deux autres, 
on obtient : 


5x—8y + 2^4—-■* — 


3 . r _ y _ 2 U--.e--y 


ou, en simplifiant : 


i<) 


'i x ~ y — 1 ^ • 


C’est un système de deux équations à deux incon¬ 
ues. 

La première de ces équations donne : 

— 7 — t\X i 8 

y — 1——L_ — — x 

J M) I( J 1( J 


et la seconde devient alors : 


i /i/i « \ O 

A.r-b - -•*' = i3, 

1 *\l<) MJ J 
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c'est-à-dire : 


d’où : 

On a ensuite : 


80 _240 

Î 9 X ~'^9 


x = 3. 



Le système proposé est donc complètement 
résolu. 

Exemple IL — Résoudre le système : 

x y ~l~ z ~t = 14 

ly — bt — —7 
x-\-z — 10 
z -h 2t=zg. 

La première équation donne : 


t = 14 — x — y — z 

et, en substituant dans les autres, on obtient : 

1 ay — 4(14— X — y — s)=— 7 
< JC-h s =z 10 

( z-h 2 (14 — x — y — 5) =9, 

c’est-à-dire, en simplifiant : 



l\x H— 6 y -f- t\z = 49 
Æ-h - “ 10 
%x — iy — z = — 1 g. 




ÉQUATIONS ET INEGALITES DU PREMIER DEGRE 89 

La première de ces équations donne : 

8 = -- gy _ 49 _ a _ 3 

4 4 

d’où, en substituant : 


, 49 3 

x ~\—p — ,r-v = 10 

4 




c’est-à-dire : 


■ 5 y== “4 


- x - y : 

S*' 


I^a première <le ces équations donne : 


II se trouve que cette valeur ne renferme pas x; 
nuits cela ne change en rien la méthode ; la substi- 
tu tion dans la seconde équation donne : 

3 _ 27 


cCost-à-diro : 


-.r = — 6 
x = G. 


Connaissant x cl //, on a : 
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Connaissant y et z, on a : 



Le système est résolu. 

Remarque. — On abrège souvent beaucoup les 
calculs en choisissant convenablement l’équation 
d’où l’on tire la valeur de l’une des inconnues pour 
la substituer dans les autres. C’est surtout la pratique 
des calculs qui guide pour ce choix; d’une manière 
générale on peut seulement dire que l’on doit 
s’arranger pour avoir des expressions aussi simples 
que possible. 

Reprenons, par exemple, le système précédent, 
que nous récrivons : 

x —h* y - 4 — 2 - 4 —1 = 14 

2 y — 4 * = — 7 

x-\-z = 10 

= 9 - 

On remarquera que la troisième expression donne 
pour z une expression très simple : 

Z — 10 - X. 

En substituant cette valeur dans les trois autres 
on obtient : 

^+y + (io-■ a?) h- * = 14 

^y — kt = — 7 

(10 — j?) H-2 1 = 9, 

( V H - t— 4 
j ay — 4* = — 7 

( X - 4 - 2 1 = 1 . 


c’est-à-dire : 
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La première de ces équations donne : 

y — k — t, 


d’où en substituant : 

( a(4 —') — / ' < = — ? 

j — x - 4 - * j 


c’est-à-dire : 


d’où l’on lire 


_6t = — i5 

_X+2Î = -- I.- 



On obtient ensuite : 


x — C 

5 3 



Dans certains cas aussi, il est préférable d em¬ 
ployer la méthode d’élimination par addition que 
nous exposerons dans un instant 


III. DISCUSSION D’UN SYSTÈME DE DEUX ÉQUATIONS 
A DEUX INCONNUES. 

56. Généralités sur les systèmes — Rappelons 
que l’on appelle système d’équalions l’ensemble de 
plusieurs équations qui doivent être verdies simu - 
tanément, c’est-à-dire pour les mêmes valeurs des 
inconnues et solution d’un système tout ensemble 
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cle valeurs des diverses inconnues qui vérifient les 
équations du système. Par exemple, pour le sys¬ 
tème étudié h la fin du précédent paragraphe, les 
valeurs : 

3 5 

æ=z — 6, y = a = 4, * = £’ 

constituent une solution de système 

On dit que deux systèmes sont équivalents lors¬ 
qu’ils admettent les mêmes solutions. Pour cela il 
est nécessaire que 

i° Toute solution du premier soit aussi solution 
du second; 

2 ° Toute solution du second soit aussi solution 
du premier. 

On devra donc avoir soin de démontrer ces deux 
points pour démontrer l’équivalence de deux sys¬ 
tèmes. 

Le procédé le plus habituellement employé pour 
obtenir un système équivalent à un système donné 
consiste à faire des combinaisons linéaires des 
équations de ce système donné; voici ce que l’on 
entend par là. 

Supposons d’abord que les équations du système 
proposé, au nombre de trois par exemple, soient 
écrites de manière que les seconds membres se 
réduisent à zéro, c’est-à-dire aient la forme : 

f A = o 
) B = o 
( G ~ o, 

À, B, C désignant certaines expressions algébri¬ 
ques. On appelle combinaison linéaire de ces cqua- 
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tions toute équation de la forme : 

# A —f— $13 —J— cC rzz o, 

a, b, c désignant des nombres quelconques, positifs 
ou négatifs. Par exemple l’équation : 

aA —?B + —C = o 

5 io 

est une combinaison linéaire des équations données; 
il en est de même de l’équation : 

ioA — 7 C = o. 

4 

Dans ce dernier cas nous avons 
a — io b=zo c = 

b étant nul, la combinaison linéaire ne renferme 
pas B. Les nombres a , $, c sont dits les multipli¬ 
cateurs correspondant aux équations A = o, B = o, 
C = o; pour que la combinaison linéaire renferme 
effectivement l’une des équations, B, par exemple, 
il est nécessaire et suffisant que le multiplicateur 
correspondant b ne soit pas nul. 

Pour former une combinaison linéaire des équa¬ 
tions d’un système il n’est pas nécessaire de faire 
passer tous les termes dans le premier membre, 
comme nous l’avons supposé. Soient, par exemple, 
les équations : 

(K —A.' 

)b = b' 

(C = C\ 

dans lesquelles A, B, C, A', B', O désignent des 
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expressions algébriques quelconques. On peut les 
écrire : 

(A — A' = o 
5 B — B'=o 
( G— C' = 0 . 

Formons la combinaison linéaire suivante : 
a (A — A') -b & (B — B') -b (G — G') = o. 

Cette équation peut s’écrire aussi : 

ak + bB -b cC = ak 1 -b MB' -b cC r , 

et l’on voit qu’elle se déduit des équations données 
par la règle suivante. 

Règle. — On obtient une combinaison linéaire de 
plusieurs équations données en formant une nou¬ 
velle équation dont le premier membre est égal à la 
somme des produits des premiers membres des 
équations données par certaines constantes a , b> c, 
et dont le second membre est égal à la somme des 
produits des seconds membres des équations données 
Dar les mêmes constantes prises dans le même ordre . 

Dans la pratique il est commode d’écrire les 
multiplicateurs a, Z>, c en regard des équations 
proposées, et aussi de ranger, s'il y a lieu, les termes 
semblables dans une même colonne verticale. 

Exemple. — Former une combinaison linéaire des 
équations suivantes : 

S ix — y— 5 

t\x — 3z -b y = 2 

z — x — 3 y =. — 6, 
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On adoptera la disposition suivante : 

! 2X — y = 5 2 

[\X —{— y — 3 z —2 — i 

— x — 3 */ -+- s = — 6 — 2 

et l’on obtiendra le coefficient de chaque inconnue 
dans l’équation combinaison linéaire en faisant la 
somme des produits obtenus, en multipliant le 
coefficient de cette inconnue dans chacune des 
équations par le multiplicateur inscrit en regard. 
Par exemple, on aura pour x : 

a X a + 4 X (— i) + (— i) X (— a) = 4 — 4 -h a = 2, 
de même, pour y : 

(— i) X a 4- i X (— i) H- (— 3) X (— a) 

— — 2 — i -~j— 6 3 ; 

pour z : 

(— 3) X (— i) 4- i X (— a) = 3 — 2 = i, 
et enfin, dans le second membre : 

5 Xa-4-aX(— i)-h(— 6)X(— a) = 10 — 2 H- 12 = 120 . 
La combinaison linéaire demandée est donc : 


Nous donnerons d’autres exemples aux exercices. 

57 Théorème fondamental de la méthode d’éli¬ 
mination par addition. — 11 est clair que toute 
combinaison linéaire de plusieurs équations est 
vérifiée pour toutes les valeurs des inconnues qui 
vérifient ces équations; car si, pour certaines 
valeurs des inconnues, on a : A = o, B —o, C = o, 
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on a aussi : aA-f-^B-|-cC = o, quels que soient 
les nombres a , S, c . Il est donc naturel, pour 
former un système équivalent h un système donné, 
d’utiliser les combinaisons linéaires des équations 
du système proposé. Telle est en effet la méthode 
communément employée. Mais s’il est clair que tout 
système composé de combinaisons linéaires admet 
toutes les solutions du système proposé, la réci¬ 
proque n’est nullement évidente et, en fait, n’est 
pas toujours exacte. Nous ne pouvons étudier ici en 
détail cette importante question, nous nous con¬ 
tenterons d’indiquer un cas très important dans 
lequel on est assuré de 'l’équivalence et dont la 
connaissance nous suffira largement pour les appli¬ 
cations que nous avons à traiter. 

Théorème fondamental. — Étant donné un sys¬ 
tème quelconque d'équations , on obtient un système 
équivalent en remplaçant l'une des équations de ce 
système par une combinaison linéaire renfermant 
effectivement cette équation, c est-à-dire telle que le 
multiplicateur correspondant à l'équation que Von 
remplace soit diffèrent de zéro. 

Par exemple, soit le système : 

f A = o 

(I‘) < B = o 

(C = o. 

D’après le théorème le système suivant lui est 
équivalent : 

( A = o 

(II) )tfA-+-MB-+-cC = o 

( G = o, 
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à condition que l’on suppose expressément que b 
est différent de zéro, c’est-à-dire que la combi¬ 
naison linéaire par laquelle on a remplacé la 
seconde équation du système I renferme effective- 
ment celte seconde équation i . 

Pour démontrer que le système (lï) est équiva¬ 
lent au système (Y), il faut montrer d’abord que 
toute solution de (I) vérifie (II) et ensuite que toute 
solution de (II) vérifie (I) : 

i° Toute solution de (I) vérifie (II); car si A, B, C 
sont nuis, il en est de même de ak + bB + cC ; 

2 ° Toute solution de (II) vérifie (I); car si (II) 
est vérifié A et C sont nuis, ainsi que ak —|— &B —[- c*C ; 
comme A et C sont égaux à zéro, il en est de même 
cle ak et de cC, de sorte que bB = o ; et comme b 
n est pas égal à zéro , il en résulte que B = o; le 
système (I) est donc vérifié. 

Le théorème est donc complètement démontré. 

Nous allons l’appliquer à la résolution, puis à la 
discussion d’un système quelconque de deux équa¬ 
tions du premier degré à deux inconnues. 

58. Résolution d’un système de deux équations 
du premier degré à deux inconnues. — Etant 
donné un système quelconque de deux équations du 
premier degré à deux inconnues, on peut, dans 
chaque équation de ce système, faire passer les 
termes inconnus dans le premier membre, les 


i. La nécessité do aol la eondilion ost intuiti vo ; il osl, clair quo 
si b était nul, il no subsisterait dans le sysleme (Ilj aucune Iraoo 
de la seconde équation du système (I), r’osl-à-diro aucune trace des 
cocdlicienls qui iigurent dans II; les solutions de ce système (II) 
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termes connus dans le second membre et faire 
ensuite la réduction des termes semblables. Le sys¬ 
tème prend alors la forme canonique suivante : 

< «X by — c 
' ' ( a'x -h b'y = c' 

dans laquelle a, b, c , a\ b\ c, désignent soit des 
nombres, soit des expressions algébriques compo¬ 
sées avec les quantités regardées comme connues. 

Nous nous proposons de résoudre le système (A). 
Nous supposerons d’abord que l’on a : 

ab' — b a' zjz. o, 

et nous dirons que nous nous trouvons dans le cas 
général ; nous étudierons dans le paragraphe sui¬ 
vant, consacré a la discussion, les cas particuliers 
où l’on a : 

ab’ — ba r = o. 

La quantité aV — ba r s’appelle le déterminant du 
système ; elle joue un rôle essentiel dans la déter¬ 
mination des solutions de ce système. 

Le déterminant aV — ba étant supposé différent 
de zéro, il est clair que les coefficients b et U ne 
peuvent pas être nuis tous les deux; car si l’on 
avait : 

b = o b 1 = o, 

il en résulterait : 

ab f — ba' — o. 

Supposons, pour fixer les idées, que b soit diffé¬ 
rent de zéro (dans le cas où b serait nul, b' serait 
sûrement différent de zéro et l’on procéderait d’une 



ÉQUATIONS ET INÉGALITÉS DU PREMIER DEGRÉ 

manière analogue); nous obtiendrons alors un sys¬ 
tème équivalent au système proposé en remplaçant 
la seconde équation de ce système par la combi¬ 
naison linéaire obtenue en prenant les multiplica¬ 
teurs b' et — b; calculons cette combinaison d’après 
la règle de la page 94. 

ctx -f ■ by =zc b f 

o!x b ! y = d — h 

L’inconnue y disparaît dans la combinaison li¬ 
néaire, par suite du choix des multiplicateurs; elle 
sc trouve éliminée; et l’on obtient l’équation : 

[ab l — ba r )x = cb ! — bc f , 


de sorte que le système proposé est équivalent au 
suivant : 


(A') 


ax -h by — c 
[ab' — ba f )x = cb r — bc l . 


La seconde équation de ce système (À') ne ren¬ 
ferme plus que l’inconnue x; de plus le coefficient 
de x est précisément le déterminant aV — bd que 
nous avons supposé différent de zéro; cette seconde 
équation fournit donc pour x une valeur unique et 
déterminée . Si nous substituons cette valeur à la 
place de x dans la première équation du système 
(À'), nous obtenons une équation à une inconnue y 
dans laquelle le coefficient b de y est différent de 
zéro. Cette équation fournit donc pour y une solu¬ 
tion unique et déterminée. Comme le système (A') 
est équivalent au système (À), nous pouvons con¬ 
clure de là que le système (A) admet une solution 
unique et déterminée, d’où le théorème : 
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Théorème. —Lorsque le déterminant ab'—bci 
est diffèrent de zéro, le système (A) admet une solu¬ 
tion unique et déterminée . Nous verrons, dans la dis¬ 
cussion, que la condition énoncée ici comme suffi¬ 
sante est aussi nécessaire , c’est-à-dire que ce théo¬ 
rème fait connaître le s'eul cas où la solution du 
système (À) est unique et déterminée. 

69. Calcul de la solution. — Pour calculer la 
solution dont nous venons de démontrer l’existence, 
il suffit de résoudre le système (A'); la seconde 
équation donne : 

_ cV — bd 

X — ab‘ — ba n 

et, en substituant cette valeur dans le premier, 
celle-ci devient : 



d’où, puisque b est différent de zéro : 

_ ad — ca' 

y ab 1 — ba /* 

On peut obtenir plus simplement la valeur de ?/ 
en remarquant que si l’on élimine x entre les équa¬ 
tions du système (A), ce qui peut se faire en choi¬ 
sissant comme multiplicateurs — a'et a, 011 obtient : 

(— a'b b f a)y = — cd ac . 

On pourrait aussi déduire la valeur de y de celle*, 
de x en remarquant que le système proposé ne; 
change pas lorsqu’on y permute simultanément . ** 
avec y , a avec b et d avec U ; il suffit de faire ce 3 
permutations dans la formule qui donne x pou r 
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obtenir la formule qui donne y \ De telles remarques 
sont fort utiles pour simplifier les discussions. Quoi 
qu’il en soit de la méthode employée, nous arri¬ 
vons à la règle suivante. 

Règle. — La solation du système (À) est donnée 
par les formules : 

_ cb' — bc ! 

X ab' — ba' 

_ ad — ca! 

y ab' — ba r 

dont le dénominateur commun est le déterminant 
ab' — ba, le numérateur de chaque inconnue se 
déduisant du dénominateur en y remplaçant chaque 
coefficient de Vinconnue dont il s'agit par le terme 
connu de la même équation (c’est-à-dire a par c et 
ce ' par c si l’on cherche x; b par c et U par d si l’on 
cherche y). 

Dans les applications, au lieu d’appliquer les for¬ 
mules il est souvent aussi commode d’effectuer 
directement les calculs d’élimination. On utilise 
alors la règle suivante 

Règle. —Pour calculer Vinconnue x on forme une 
combinaison linéaire des équations proposées en 
prenant comme multiplicateur de la première équa¬ 
tion le coefficient de y dans la seconde , et comme 
multiplicateur de la seconde équation le coefficient 
changé de signe de y dans la\ première. On obtient 
ainsi une équation • qui ne contient plus y et d*oii 


i. Nous avons en effet démontré que la solution est unique et 
déterminée; donc, quelle que soit la méthode qui conduise à une 
valeur pour y , nous sommes certains que nous trouvons bien ta 
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Von tire la valeur de œ . Pour calculer y on peut , soit 
utiliser cette valeur de x en la substituant dans Vune 
des équations proposées , soit procéder directement 
d'une manière analogue , c'est-à-dire former une 
combinaison linéaire en prenant pour multiplica¬ 
teurs le coefficient de x dans la seconde équation 
et le coefficient changé de signe de x dans la 
première . 

Remarque I. — Il est inutile de s’assurer au 
préable que le déterminant ab' — ba n’est pas nul; 
c’est une conséquence du calcul même, car ce déter¬ 
minant est égal au coefficient de x (ou de y) dans 
l’équation résultant de la combinaison linéaire; si ce 
coefficient est nul, on s’en aperçoit immédiatement 
en appliquant la règle. 

Remarque II. — Il est quelquefois possible de 
prendre des multiplicateurs plus simples que ceux 
qu’indique la règle. Dans le cas où les coefficients 
sont des nombres entiers, on simplifie les calculs 
en recherchant le p. p. c. m. des valeurs absolues 
des coefficients de y et en prenant pour multiplica¬ 
teur de chaque équation le quotient de ce p. p c. m. 
par le coefficient de y dans cette équation, en ayant 
soin cependant de changer le signe de l'un de ces 
quotients. 

Exemples. I. — Résoudre le système : 

( 2x •+• 5y — 4 

( — iy — 5 . 

Prenons 2 comme multiplicateur de la première 
équation et 5 comme multiplicateur de la seconde; 
nous écrivons ces multiplicateurs en regard des 
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équations : 

2x-+-5y = 4 
3.r — 2 ?/ z=z 5 

i9«r =33 

et nous disons 2 fois 2,4 + 3 fois 5 ,i 5 = 19 coeifi- 
cient de x, 2 fois 4>8 -f- 5 fois 5,25 = 33 , terme 
connu; nous avons donc : 

_ 33 

X ~i 9 ' 

Prenons maintenant les multiplicateurs 3 et 
— 2 : 

•xx H- Sy = 4 3 

3«r— 2 î/ = 5 —2 

192/= 2 

un calcul analogue donne : 

_ 2 

V JJy 

L’élève vérifiera que les valeurs obtenues pour 
x et y donnent bien une solution du système. 

II — Résoudre le système : 

( f { x H- 6 y = 9 
( 2*+ 92/= 7* 

Les coefficients 6 et 9 de y n’étant pas premiers 
entre eux, leur p, p. c. m. 18 est inférieur a leur 
produit; il y a donc avantage a prendre pour mul¬ 
tiplicateurs Set — 2 ; pour éliminer x, on prendra 
ensuite pour multiplicateurs — 1 et 2. Pour éviter 
de récrire trop souvent les équations on peut adopter 
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la disposition suivante : 

3 ! { x + 6y = 9 — i 

— 2 2 x -1- 92/ — 7 2 

~Sx = i4 

i 2 y =3 5 

On a écrit à gauche les multiplicateurs qui four¬ 
nissent l’équation ne renfermant plus que x et à 
droite les multiplicateurs qui fournissent l’équation 
ne renfermant plus que y ; on a successivement : 

3 X 4 — 2 X 2 = i2— 4 = 8 

3 X 9 — 2X7= 27 — 14 = 1 3 

(— 1 ) X 6 -f- 2 X 9 == — 64-18=12 
(~i)X 9 + 2 X 7 = - 9 + 1 ^ S- 

O11 obtient ainsi la solution : 




i 3 

8 


_5 

12 * 


L’élève vérifiera que ces valeurs satisfont aux 
équations proposées. 

III. — Résoudre le système : 

{ ax -h by=zc 
( à 2 x -f- b 2 y = c 2 . 

Pour éliminer y il suffit de prendre les multipli¬ 
cateurs & et — 1 et pour éliminer x, les multipli¬ 
cateurs— a et 1; 011 adoptera la disposition sui¬ 
vante : 

b ax-\-by = c —a 

— 1 a 2 x 4* b 2 y = c 2 1 

(cib — a 2 ) x~bc — c 2 
(— ab 4- b v \ y=z — ac 4- c 2 
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d’où l’on tire : 

c{b — c) 
a[b — a 
c[c — a) 
b[b — a)' 

Telle est la solution du système proposé sous la 
réserve que les facteurs a , b , b — a par lesquels on 
a divisé ne sont pas nuis ; s’ils étaient nuis, il y 
aurait lien de discuter , comme nous l’expliquerons 
dans un instant. 

IV. Résoudre le système : 

æ + 2/ = i 


Pour éliminer y on peut adopter les multiplica¬ 
teurs i et b et pour éliminer x les multiplicateurs 
i et — a; on obtient ainsi : 

x ^ = ï H- ib 
d’où l’on déduit : 

a {i H- ib) 
cl —J— b 
b( i — ia) 
a H— b ’ 

sous la réserve que le diviseur a -f- b n est pas 
nul. 

6 o. Cas où le déterminant est nul. Discussion. 
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— Reprenons le système général : 

[ > \a'x^b'y — c'. 

Nous avons va que lorsque le déterminant 
al) — ba! n’est pas nul, ce système admet une solu¬ 
tion unique et déterminée; nous allons maintenant 
étudier ce qui se passe lorsque l’on suppose : 

(1) aV — ba'z=z o. 

Nous distinguerons deux cas. 

Premier cas. — Les coefficients < 2 , b , ci , V ne 
sont pas tous nuis Nous supposerons alors, pour 
fixer les idées, que l’on a : 

(2) az-L o. 

On ferait des raisonnements et des calculs tout 
à fait analogues dans le cas où ce serait a\ ou b> 
ou U qui serait différent de zéro. (Bien entendu, 
il peut arriver, et il arrive le plus souvent, qu’aucun 
des 4 coefficients n’est nul; on peut alors raisonner 
en partant de l’un quelconque d’entre eux comme 
nous raisonnons en partant de a). 

Le coefficient a n’étant pas nul, nous pouvons 
remplacer la seconde équation du système par la 
combinaison linéaire obtenue au moyen des multi¬ 
plicateurs — a et a; nous obtenons ainsi le système 
équivalent au système (A) : 

/ B \ \ ax-\-by = c 

\ ( ab 1 — ba f )y z=z ac r — ca!. 

Mais par hypothèse aV — ba' = 0 ; donc si l’on a : 

(3) ac’ — ca’ zfz. o, 





ÉQUATIONS ET INÉGALITÉS DU PREMIER DEGRÉ 107 

la seconde équation de ce système (B) est impos¬ 
sible, c’est-à-dire n’est vérifiée pour aucune valeur 
de y; le système (B) est donc lui-mème impossible 
et il en est de môme du système équivalent (A). 
Les hypothèses (i), (a) et ( 3 ) entraînent donc 
Y impossibilité. Supposons maintenant que l’on ait : 

ad — ca r ~ o. 

La seconde des équations du système (B) est alors 
indéterminée; elle est vérifiée quel que soit y . 

Prenons donc pour y une valeur quelconque que 
nous désignerons par ?/ 0 ; c’est-à-dire posons : 

y=Vo- 

La première des équations du système (B) devient : 
ax H- by Q = c , 

ci comme a est différent de zéro, elle donne : 

a 

Le système proposé admet donc la solution sui¬ 
vante : 

i r — c -irJbh 

x a 

,v = y 0 

(jiud que soit //o ; il est indéterminé , de telle manieie 
qu(‘. Lune dés inconnues, à savoir y, peut être 
choisie arbitrairement.; et, lorsqu’elle est choisie, 
rineonnue ,r est déterminée. On remarquera que 
rineonnue (pii peut être choisie arbitrairement 
est y, alors que l’on a fait l’hypothèse (2), c’est- 
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à-dire que l’on a supposé différent de zéro un 
coefficient a de .r. Si l’un des coefficients de y est 
différent de zéro, on peut de même prendre x arbi¬ 
trairement et y est alors déterminé en fonction de x. 
L’indétermination qui se présente ici, comme con¬ 
séquence des hypothèses (i), (a), (4), est dite simple, 
parce que Y une des inconnues seulement peut être 
choisie arbitrairement et que l’autre est alors 
déterminée. 

Remarque. — Si l’on supposait : 

(a)' bÿéo, 

ou trouverait de meme en éliminant y que le système est 
impossible si l’on a : 

( 3 )' bc' — cb' O, 

et indéterminé si l’on a : 

(*)' bc f *— cb 1 zzz o. 

Il n’est pas inutile de remarquer que l’on doit nécessaire¬ 
ment arriver à la même conclusion quelle que soit l’inconnue 
qu’on élimine. Effectivement dans les hypothèses (i), (a) 
et (2)' la relation ( 3 ) entraîne ( 3 )' et réciproquement, ou, ce 
qui revient au même, la relation (4) entraîne ( 4 )' et réci¬ 
proquement. 

En effet, a et h étant différents de zéro, la relation (1) 
peut s’écrire : 


D’autre part, si la relation (4) est vérifiée, ou bien l’on a 
c = c r =z 0 et la relation (4') est aussi vérifiée; ou bien, si c 1 
n’est pas nul, c ne peut pas être nul, car ac’ n’est pas nul 
puisque a n’est pas nul, donc a’c ne peut pas être nul; on a 
donc c=féz o et la relation (4) donne : 



d’où l’on déduit la relation (4)'. La relation ( 7 ) exprime que 
les deux équations proposées ont leurs coefücienLs propor¬ 
tionnels. 

Dès lors toute solution de l’une est nécessairement solu¬ 
tion de l’autre. 


Second cas. — Les coefficients des inconnues sont 
tous nuis. On a, par hypothèse : 

a— O a r — o b —o b' = o. 

Il est clair alors que si c et c ne sont pas tous 
deux nuis, les équations proposées ne peuvent 
jamais être vérifiées toutes deux, quels que soient 
x et ?/, puisque les premiers membres se réduisent 
toujours h zéro et que l’un au moins des seconds 
membres n’est pas nul Si l’on a : 

c~o c r ~ o 

les équations proposées sont vérifiées quels que 
soient x et y; l’indétermination est double , car les 
deux inconnues peuvent être prises arbitrairement. 

61. Résumé de la discussion. — La discussion 
peut être résumée dans le tableau delà page suivante. 

Nous donnerons dans le chapitre suivant, à l’occa¬ 
sion des problèmes du premier degré, des exemples 
de discussion de systèmes, développés ou à traiter 
comme exercices; la théorie précédente sera ainsi 
éclairée par des exemples concrets. 
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DISCUSSION DU SYSTÈME 
ax -f- by — c 
a'x 4 - b'y = c' 


nyroTiiESES 


RESULTAT 


ab' — ba' ^ o 


solution unique 
et déterminée. 


ab 1 — ba r — 0 
a^o 


ad — ca! 0 


ac — ca = 0 


a — 0 
a' =z o 
b = 0 
6' = o 


«? et c' ne sont 
pas nuis tous 
deux. 


c = O 6 ‘ = 0 


système impos¬ 
sible. 


indétermination 
simple. 


système impos¬ 
sible. 


cb' — bd 
~~ ab' — ba' 
ac r — ca' 
V — ab'-ba! 


_ g— ht\ 
a 

y--yo 


indétermination 

double. 


x — 
y = ?jo 


Dans ce tableau xq et désignent des nombres quelconques, que l’on peut 
choisir arbitrairement. Dans le cas où ab' — ba' = 0, si au lieu de supposer 
a -=jf=. 0 on supposait, par exemple, b' z=£z 0, et bc' — cb' — 0, les formules 
seraient remplacées par les suivantes : 


= x 0 
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IV. INÉGALITÉS DU PREMIER DEGRÉ 

62. Inégalités numériques* — On appelle iné¬ 
galité une formule par laquelle on exprime que, de 
deux quantités, l’une est supérieure a l’autre ; ainsi, 
si l’on veut exprimer que 4 est supérieur à 3 , ou 
est plus grand que 3 , on écrit : 


4 > 3 , 

que l’on énonce 4 supérieur à 3 . On peut écrire 
aussi : 

3 < tu 

que l’on énonce 3 inférieur à f\. Ces deux inéga¬ 
lités sont dites de sens différents On voit que Von 
peut permuter les deux membres d'une inégalité , à 
condition d'en changer le sens. 

Rappelons que tout nombre négatif est inférieur 
à zéro, et que, de deux nombres négatifs, b; plus 
grand en valeur absolue est inférieur a l’autre. 

On a, par exemple : 


— 4 < — 3 



D’ailleurs, par définition (n° iS), l’inégalité 


a > b 


signifie que la différence a — b est positive, ce que 
l’on écrit : 

a — b > o. 
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Désignons par c un nombre quelconque; l’on a : 
a -h c — (5 + c) = a — b . 

Donc, si a — b est positif, il en est de même de 
a -{- c — (b -f- c), c’est-à-dire que, si l’on a : 

a > b, 


on a aussi : 




de même, si l’on a : 

a<b, 


on a aussi : 

a 4- c < b H- c 
a — c < b — c. 


Nous pouvons donc énoncer le 
Théorème I. — On ne modifie pas le sens d'une 
inégalité en ajoutant ou retranchant un meme 
nombre à ses deux membres . 

Par exemple, l’on a : 


— 4 < — 3, 


l’on a aussi : 


c’est-à-dire 


— 4 -f-1 a < — 3+12 

— 4 — x5 < — 3 — i5, 

B < 9 

— *9 < — 18. 


Théorème 11 . — Un ne modifie pas le sens (dune 
inégalité en multipliant ou divisant les deux membres 
par un même nombre positif ; on modifie ce sens en 
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multipliant ou divisant les deux membres par un 
même nombre négatif. 

Par exemple, on a : 

2 < 4 

en multipliant les deux membres par 3 , on obtient : 
6 < 12 

et en les divisant par 8 : 



inégalités de même sens que la proposée. Au con¬ 
traire, en multipliant les deux membres par—2, 
on obtient : 

— 4 >— 8 , 

et en divisant par —2 : 


— i > — 2, 

inégalités de sens contraire à la proposée. 

Pour démontrer le théorème II il suffit d’observer 
que le produit d’un nombre par un nombre positif 
est du même signe qu-c le multiplicande, tandis 
que le produit d’un nombre par un nombre négatif 
est de signe contraire à celui du multiplicande; 
si donc on a : 

a > é, 

c’est-à-dire : 

a — b > o, 
et si c est positif, on a aussi : 


(a — b)c > o, 

JLJcmia. — Algôbre, 2° cycle, U 

CARNEGIE INSülUIL 
OF TECHNOLOGY LIBRA8Y 
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c’est-à-dire : 

ac — bc > o 
ac > bc, 

tandis que si c est négatif, on a 

[a — b)c < o 
ac — bc < o 
ac < bc. 


HH 


La démonstration est la même dans le cas de la 
division. 

63 . Inégalités du premier degré. — On appelle 
inégalité du premier degré une inégalité dans 
laquelle figure, outre les quantités connues, une 
inconnue (ou variable) x au premier degré 1 . Par 
exemple, l’inégalité : 

3 

Zx — 7 — 5 .r > - # — 9 


est une inégalité de premier degré en x. Résoudre 
une inégalité, c’est déterminer pour quelles valeurs 
de x elle est satisfaite. Les inégalités du premier 
degré à une inconnue se résolvent par une marche 
tout à fait semblable à celle que nous avons indi¬ 
quée pour les équations; il faut seulement avoir 
grand soin de changer le sens de l’inégalité lors¬ 
qu’on multiplie ou divise par un nombre négatif. 


i. Il sérail plus correct d’employer, concurremment avec le 
mot inégalité, les termes inéquation, et inidentité , de même qu'on 
emploie, concurremment avec égalité, les termes équation cl iden¬ 
tité. Nous nous conformons à l’usage le plus répandu, ce qui n’a 
pas d’inconvénient grave dans les questions élémentaires que 
nous traitons, 
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Soit, par exemple, à résoudre l’inégalité : 

3 x — 5 > -f- 8. 

En faisant passer les termes renfermant x dans 
le premier membre et les autres dans le second 
membre, elle devient : 

ix > i3, 

d’où en divisant par —2 : 


On a changé le sens, puisque — a est négatif. 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE III 

60 . — Résoudre les équations : 

2 # 4 " 5 = 5 # — u 
■5,5 

. - œ _ 4== _ æ _ 7 . . 

2X — 0 , 3a? — 4 5# — q 

2 # — I , o 

-* 4 — io# — 5 = o 

7 

— 2 (i — “) + 3 (i — 4*)=g. 

Les équations qui renferment' des dénominateurs devront 
être résolues de deux manières : en chassant et sans chasser 
les dénominateurs. 

61 . — Résoudre les équations : 

ax -j- b = <?#-(- d 
(a — bx)c = (a -j- bx\d 



a -j- bx _ c -)- clx 

c a 

ax -j- b _ a — b 

ex -{- ci c — cl 

ax — b _ ax — b' 

ex — d ex — d r 

62 . — Résoudre le système : 

( 20? + Sy = 4 
( 3o? — 2 y = 5. 

63 . — Résoudre le système : 


Résoudre le système : 


3 , 5 

|5 * + ? y = i 


65 . — Résoudre le système : 

( 2 ( 2 * + 3y — 5) = | (æ + 3) +1 (y — 4) 
( œ + Z / u 

66 . — Résoudre le système : 


20 : — y = 3 (x — 5 -j- ^ y] 
I 3 

5 Æ + ÿ= 7(2 + æ — y). 


Ces systèmes doivent être résolus de deux manières : par 
substitution et par la méthode des combinaisons linéaires. 

67 . — Résoudre et discuter le système : 

S ax -j- by = c 
ax — by = d. 
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68 . — Résoudre et discuter le système : 

S ax -f- by = c 
bx — ay = cl. 

69. — Résoudre et discuter le système ; 

ax — by = c 
ax 2 — b^y = c 2 . 

70. — Résoudre le système : 

C (i X) x -j- (3 X) y — 3 -j- X 
( X ^7 —{— (5 X) 3 / = A —j— X. 

Discuter la solution obtenue suivant les valeurs de X. 

71. — Résoudre le système : 

( (a + X) + (b + X) y = c + X 
( (cl’ -f- X) x -j- ( b’ -{- X) y — c' -j- X- 

Discuter la solution obtenue suivant les valeurs de X. 

72. — Résoudre le système : 

C x + V-'r z = 3 

5 x-y-\- s = 6 
( x — y — 3s = 12 . 

73. — Résoudre le système : 

S i 3 

æ —ÿ + 2z = - 

*+ÿ+ z =° 

x — y — 4s = 2 . 

74. — Résoudre le système : 

/ &’ + 3y —- s — t — 3 

\ % — y + ^ ^ = 3 


te —-y —Z 



118 


ALGÈBRE 


75 . — Résoudre le système : 

y + z + t = a 
z -j— t -j~ x = b 
t + x + y — c 
x + y+z=zd. 

Généraliser. 

76. — Résoudre le système : 

*+ y+ z = * 

ax ■ 4- by cz = m 
c&x -j- b^y -}- c 2 s = 

Généraliser. 




77 -. — Résoudre le système : 

( bz — cj — a 
< cz — az =. |3 
( ay — bxz=z y. 

On montrera qu’il est impossible en général et indéterminé 
si la somme au -j- + C Y est nulle. 

78. — Résoudre le système : 


x — a _ y — b 

~ ~ — 


z — c 


Y 


= ax -j- by -b cz. 


79. — Résoudre les inégalités : 

3x — 3 > — 5 

hx — 8> Sx — 3 

| 37 ■— 3 237 -4- ~ 
5 7 

- y X > 537 -- 

k 7 


80. — Peut-on déterminer x de manière que le système : 

(X -f- 3)37 -f- (X -f- 2)y = 2À + I 
(X -f* 8)37 -f- (X -f- 6)y = 2 X + C 

soit indéterminé? Ayant ainsi déterminé X, comment doit-on 
choisir x pour que y soit positif? 





32. — Résoudre le système : 

ci j .7 “|" by —j— cz d 
a 'jc -)- b'y -f- cz = cV 
d'x + V'y + d'z — d!’. 

83. — Résoudre le système : 

C cfix -f- b^y z=r. c 3 
/ a*x + b*y = c*. 

84. — Résoudre le système : 



Montrer que la solution de ce système vérifie aussi l’cqua- 
tion : 



85. — Résoudre le système : 



et montrer que la solution ne vérifie pas l'équation : 
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PROBLÈMES DU PREMIER DEGRÉ 


I. GÉNÉRALITÉS 

64. — La résolution d’un problème par l'algèbre 
peut se subdiviser en 4 parties : 

i° Choix des inconnues; 

2 0 Mise en équations; 

3 ° Résolution et discussion des équations ; 

4 ° Discussion du problème. 

Nous avons étudié la 3 ième partie dans le chapitre 
précédent; nous allons dire quelques mots des 
autres; ces généralités seront d’ailleurs surtout 
éclaircies par les exemples. 

65 . Choix des inconnues. — Lorsque l’on veut 
résoudre un problème par l’algèbre, la première 
question que l’on doit se poser est relative au choix 
des inconnues. Elle se subdivise en plusieurs parties : 

i° Quelles quantités prend-on comme inconnues? 

2 0 Comment sont-elles définies en valeur absolue ? 

3 ° Comment sont-elles définies en signe? 

Examinons successivement ces trois points. 
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i° Dans les questions élémentaires, l’énoncé 
indique généralement d’une manière assez claire 
par elle-même quelles inconnues il faut choisir,' 
c’est surtout l’étude de nombreux exemples qui 
peut servir de guide pour choisir, dans certains 
cas, certaines inconnues de préférence à d’autres : 
il en résulte parfois des simplifications assez grandes. 

2 ° Les quantités que l’on prend pour inconnues 
étant déterminées, il est essentiel de définir d’une 
manière précise de quelle manière on les repré¬ 
sente par des nombres, puisque ce sont des nombres 
seulement qui figurent dans les formules de l’al¬ 
gèbre. Pour cela, il faut fixer d’une manière pré¬ 
cise Y unité que l’on choisit; lorsqu’on aura trouvé 
la solution, qui sera un certain nombre, on devra 
se rappeler quelle unité a été choisie afin de con¬ 
naître la signification de ce nombre. De plus, dans 
certains cas, il est nécessaire de fixer une origine; 
si l’inconnue est un temps , par exemple. 

3° Dans bien des problèmes, les quantités incon¬ 
nues sont de nature telle qu’on peut les considérer 
comme positives ou négatives; il est donc néces¬ 
saire, en même temps qu’on choisit une unité, de 
faire une convention précise relative an signe de 
chacune de ces quantités. On devra se rappeler 
cette convention, lorsqu’on aura obtenu la solution, 
de manière a en connaître la signification concrète 
précise. 

Soit, par exemple, le problème suivant : 

Jean a 3 ans 6 mois et Pierre 18 mois; peut-il 
arriver que Vâge de Jean soit double de celui de 
PierrePll est assez naturel de prendre pour inconnue 
le temps qui sépare le moment actuel de l’époque 
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où l’âge de Jean sera (ou a été) double de celui de 
Pierre. On prend donc comme origine des temps 
l’époque actuelle. De plus, on devra choisir une 
unité de temps ; on prendra, soit le mois, soit l’année. 
Enfin, on devra indiquer si l’on compte les temps 
comme positifs vers le futur et négatifs vers le passé, 
ou inversement. On aura alors fait les conventions 
nécessaires pour pouvoir mettre le problème en 
équation et, cette équation résolue, discuter le 
résultat. 

66. Mise en équations. — Mettre un problème 
en équations, c’est traduire algébriquement par des 
équations toutes les conditions auxquelles doivent 
satisfaire les inconnues, d’après l’énoncé. Ces con¬ 
ditions s’expriment par des relations entre les 
inconnues et les quantités données; il faut avoir 
grand soin, avant d’écrire ces relations, d’exprimer 
toutes les quantités de même nature avec la même 
unité et, s’il y a lieu, avec la même origine et les 
mêmes conventions de signe. Faute de prendre cette 
précaution essentielle, les équations écrites ne signi¬ 
fieraient rien et on ferait des erreurs très graves. 

Soit, par exemple, le problème suivant : 

Deux voyageurs se déplacent sur la route de Paris 
à Lyon; ils sont tous deux entre Paris et Lyon , le 
premier est à 35 km de Paris et le second à 30 km de 
Lyon; le premier se dirige vers Lyon avec une vitesse 
de 20 km à Vheure et le second se dirige vers Paris 
avec une vitesse de 4 m à la seconde / on demande 
au bout de combien de temps ils se rencontreront , 
sachant que la distance de Paris à Lyon est de 
50û km . 

Nous prendrons comme inconnue le temps x qui 
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s’écoule depuis l’époque actuelle jusqu’au moment 
de la rencontre; ce temps sera supposé compté posi¬ 
tivement vers l’avenir et exprimé en heures : nous 
avons ainsi choisi une origine des temps, un sens 
positif pour les temps, et une unité de temps. Mais 
notre énoncé renferme aussi des longueurs ; nous 
choisirons une origine des longueurs, par exemple 
Paris, un sens positif, par exemple le sens de Paris 
vers Lyon, et une unité de longueur, par exemple 
lé kilomètre. Avec ces unités la position du pre¬ 
mier voyageur est définie par le nombre -f- 35 et 
sa vitesse est -f- 20 ; quant au second voyageur, sa 
position est définie par 5oo — 30=470 puisque 
Lyon est à 5oo km de Paris et qu’il est à 3o km de 
Lyon vers Paris; quant à sa vitesse, il faut remar¬ 
quer que s’il parcourt 4 m en une seconde, il par¬ 
court en une minute 4 X 6 o et en une heure 
4x6o x6o= i4 4°° mètres, c’est-à-dire i4 lvtl \4; 
de plus, il se dirige de Lyon vers Paris, c’est-à-dire 
dans le sens négatif; sa vitesse est donc — i4,4 
avec les unités de longueur et de temps que nous 
avons choisies. 

Ces calculs préliminaires faits, la mise en équa¬ 
tion est immédiate; il suffit d’écrire qu’au bout du 
temps x les deux voyageurs sont au même point, 
c’est-à-dire que leurs distances à Paris sont égales; 
or, d’après l’équation du mouvement uniforme, la 
distance du premier voyageur à Paris au bout du 
temps x est 35 + 20 x et la distance du secpnd 
470 — 14 , 4 ^/ Véquation du problème est donc : 

35 -f- 2ox = 470 — 

67 . Discussion des résultats. — La résolution 
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de l’équation ou des équations d’un problème est 
déterminée , impossible ou indéterminée ; l’indéter¬ 
mination peut être simple, ou double, etc. ; dans le 
cas où les équations sont déterminées, elles con¬ 
duisent a des nombres qui peuvent être positifs ou 
négatifs , entiers ou fractionnaires , etc. Discuter le 
problème, cest examiner quelles conséquences on 
peut déduire de ces diverses circonstances au point 
de vue de la solution du problème . 

Par exemple, supposons que la lettre x repré¬ 
sente le nombre d’hommes présents dans une 


assemblée et que nous ayons trouvé xz 


: ou bien 


x — — 12; nous devrons en conclure que, si nous 
n’avons pas fait d’erreur de calcul, le problème 
proposé est impossible . 

Nous montrerons sur des exemples comment on 
discute un problème; cette discussion est généra¬ 
lement très aisée dans le cas où les données sont 
numériques; elle est souvent plus longue lorsque 
ces données, ou quelques-unes d’entre elles, sont 
représentées par des lettres dont la valeur 
numérique n’est pas connue. Pour faire une discus¬ 
sion complète, il est alors nécessaire d’examiner 
successivement les diverses hypothèses que l’on 
peut faire sur le signe et la grandeur relative des 
données. Tout cela sera rendu plus clair par l’étude 
des exemples. 


il. PROBLÈMES DU PREMIER DEGRÉ A UNE INCONNUE 

68 . Définition. — On dit qu’un problème est 
un problème du premier degré a une inconnue 
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lorsque sa résolution se ramène à la résolution 
d’une équation du premier degré à une inconnue. 

Il importe d’observer que cette définition est 
moins précise qu’elle ne le paraît. Lorsqu’on donne 
un problème, en effet, le nombre des inconnues 
qu’il faut introduire pour le résoudre dépend par¬ 
fois en partie de la méthode que l’on suit Par 
exemple, soit le problème suivant : 

Paul a 3 boules de plus que Pierre ; mais si Pierre 
avait deux fois plus de boules , il en aurait 5 de 
plus que Paul , combien Pierre et Paul ont-ils de 
boules ? 

On peut appeler x le nombre de boules de Pierre 
et y le nombre de boules de Paul, ce qui fait deux 
inconnues; on peut aussi remarquer que, si l’on 
appelle x le nombre des boules de Pierre, l’énoncé 
nous apprend immédiatement que le nombre de 
celles de Paul est .r-|- 3 ; il est donc possible de 
n’introduire qu’une inconnue. 

Une remarque analogue peut être faite pour le 
degré. Soit, par exemple, le problème suivant : 

Trouver un nombre positif sachant que son carré 
augmenté de 9 est égal au double de son carré 
diminué de 7 . 

Si l’on désigne ce nombre par x, on a l’équa¬ 
tion : 

x % -f- 9 = 2 x 2 — 7, 

qui est du second degré. Mais on peut prendre 
pour inconnue le carré du nombre cherché; si Ton 
désigne ce carré par y, on a l’équation du premier 
degré : 

y -f- 9 = 2 y 7 , 



126 


ALGÈBRE 


qui donne de suite y— 16; le nombre cherché a 
donc 16 pour carré : il est égal à 4- 

69. Exemples de problèmes du premier degré 
à une inconnue. Problème I. — Une fermière porte 
au marché un certain nombre d'œufs, quelle compte 
vendre 10 centimes pièce; elle en casse 6 , mais elle 
trouve à vendre les autres 15 centimes pièce et rap¬ 
porte ainsi chez elle 4 fr de plus quelle ne comptait 
en partant . Combien avait-elle d'œufs? 

Désignons par œ le nombre d’œufs qu’elle avait 
au départ; la somme que la fermière comptait rap¬ 
porter chez elle sera désignée par iox, si nous choi¬ 
sissons le centime comme unité. L’énoncé nous 
apprend qu’elle vend x — 6 œufs à i5 centimes, ce 
qui lui rapporte [x — 6) i5 et qu’elle obtient ainsi i fr , 
c’est-à-dire 100 centimes de plus qu’elle ne comp¬ 
tait; l’équation du problème est donc : 

(x — 6)i5 = iox -f- 100 . 

On en conclut : 


5 x= 190 
* = 38. 

La réponse est donc : la fermière avait ail départ 
38 œufs. Il n’y a pas de discussion, cette solution 
convenant parfaitement à la question posée. Il est 
bon de vérifier le résultat; s’il ne satisfaisait pas 
aux conditions du problème, on devrait en conclure 
que 1 on a fait quelque erreur et chercher à la 
découvrir. 

On voit que 38 œufs à 10 centimes donnent 3 fr , 8 o ; 
si l’on a 6 œufs de moins, c’est-à-dire 3a, mais qu’ou 
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les vende 1 5 centimes, on obtient 4 fr ?8o ; c’est bien i fr 
de plus; le résultat trouvé est donc exact. 

Problème IL — Un marchand de vin désire obtenir 
100 litres de vin lui revenant à 0 lv /)0 le litre en 
mélangeant du vin qui lui coûte 0 h \33 le litre avec 
du vin qui lui coûte 0 tr ,9;5 le litre. Combien doit-il 
prendre de vin de chaque espece? 

Désignons par x le nombre de litres de vin à 
o,35; puisqu’il faut îoo litres en tout, le nombre 
de litres de vin a 0,95 est 100 — x. Le prix total 
de revient des x litres à o,35 et des 100 — x litres 
à 0,95 doit être égal au prix de 100 litres a o,5o, 
c’est-à-dire à 5o fr . On a donc l’équation : 

o,35.r -{- o,g5 (100 — x) = 5o, 

dans laquelle on a eu soin d’exprimer toutes les 
valeurs en francs. 

En réduisant, on obtient : 

— o,6o«zzz= 5o — g5 = — 45, 


d’où l’on tire : 


-45 
— o, Go 


^>5 
6 — 7 ' 


Il faut donc prendre y 5' litres à o fp ,35 et, par suite, 
s5 litres à o fr ,95. 

Nous laissons à l’élève le soin de vérifier ce 
résultat. 

Problème III. — Un voleur s est emparé d'une 
bicyclette et s’enfuit sur une route avec une vitesse 
de 20 km à l'heure; on s’en aperçoit 3 minutes apres 
son départ et un bicycliste s'élance à sa poursuite 
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avec une vitesse de 22 km à Vheure. Au bout, de com - I 

bien de temps le rattrapera-t-il P 1 

Désignons par x le temps cherché, exprimé en 
minutes, et compté à partir du moment où le voleur ! 
est. parti; lorsque le bicycliste le rattrape, ils ont 
parcouru le même chemin, le premier ayant roulé 
pendant x minutes avec une vitesse de 20 à l’heure 
et le deuxième ayant roulé pendant x — 3 minutes 
avec une vitesse de 22 a l’heure. Comme le chemin 
parcouru pendant une minute est 60 fois plus petit 
que le chemin parcouru pendant une heure, l’équa¬ 
tion du problème sera : 


20 

6ô 


x 


22 , Q \ 

— 6o ( x 3 )> 


ou, en multipliant les deux membres par 3 o: 


ioa.’ = 1 i(.r — 3), 


d’où 


•r = 33. 


Le voleur est rattrapé 33 minutes après son 
départ. L’élève vérifiera ce résultat. 

Problème IV. — Un père a 4 0 ans et son fils en 
a 16; quand Vâge du père sera-t-il triple de celui du 
fils P 

Désignons par x le temps cherché, compté en 
années à partir de l’époque actuelle, et supposé 
positif dans l’avenir. À l’époque x, l’âge du père 
sera 4° H" x et l’âg e du fils iè-\-x; on doit donc 
avoir, d’après Pénoncé : 


40 - 4 — -a? = 3 ( 16 —a?), 
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c’est-à-dire : 

— 2 æ=zS 

xz =. — 4. 

Discussion. — Nous trouvons comme solution un 
nombre négatif; or nous avons désigné par x un 
temps compté positivement dans l’avenir; nous 
devons en conclure que c’est il y a k ans que l’âge 
du père était triple de celui du fils. En effet, le 
père avait alors trente-six ans et le fils douze. 

Problème V. — U âge de Paul est représenté par 
a et Vâge de Jacques par b ; dans combien d'années 
Vâge de Paul sera-t-il m fois plus grand que celui 
de Jacques? 

Dans cet énoncé a, b , m désignent des nombres 
quelconques ; a et b sont supposés désigner des 
années. 

Mettons le problème en équations, en suivant la 
même marche que pour le précédent. Au bout de x 
années, l’âge de Paul sera a x et l’âge de Jacques 
sera b -j- x; on doit donc avoir : 

a -f- x — m(b -f- x) 

ou bien : 

[m — 1 )x = a — mb, 

d’où l’on tire : 

_ a — mb 

m — 1 


Au bout du temps x l’âge de Paul est ; 


CL —[— X ——. CL 
Borel. — Algèbre, 2« cycle. 


a — mb _ m(a — b) 

m — 1 ni — 1 
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et l’âge de Jacques est : 


b —{— x — b 


a — mb a — b 
m — i m — 1 * 


L’âge de Paul est donc bien égal à Page de Jac¬ 
ques, multiplié par m. 

Discussion. — Pour que la solution x convienne 
au problème, il faut d’abord qu’elle existe ; de plus 
il est nécessaire que les valeurs trouvées pour les 
âges de Paul et de Jacques soient positives. 

Pour que la solution x existe, il faut que m — i ne 
soit pas nul. Si m— i et a — mb^L o, c’est-à- 
dire a— bzfc. o,le problème est impossible. On pou¬ 
vait le prévoir, car si Paul et Jacques n’ont pas le 
même âge et si Ton demande à quelle époque ils 
auront le même âge, le problème est évidemment 
impossible. Nous avons dit que cette impossibilité 
se représentait par le symbole oo ; on peut inter¬ 
préter ce symbole en remarquant qu’au bout d’un 
temps très long, leurs âges ne deviennent pas 
égaux, mais que cependant leur différence relative 
diminue; si au lieu de deux personnes, dont la vie 
est très courte, nous considérons deux fossiles, dont 
l’un remonterait à cent millions d’années, et l’autre 
à cent millions d’années plus deux jours, on s’ac¬ 
cordera pour dire, en langage ordinaire, qu’ils ont 
le même âge. Ce n’est pas rigoureusement exact, 
mais c’est d’autant moins inexact que cet âge est 
plus grand : telle est la signification de la solution 
co que l’on trouve. 

Si m était égal à i, et en même temps a égal à b, 
l’équation serait indéterminée, et le problème aussi. 
Paul et Jacques ont actuellement le même âge; à 
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quel moment auront-ils encore le même âge? À 
un moment quelconque, telle est évidemment la 
réponse. 

Écartons maintenant le cas où m serait égal à i ; 
nous aurons à étudier successivement le cas où m 
est plus grand que i et le cas où m est plus petit 
que i. 

Si m est plus grand que i, m — i est positif; 
pour que les valeurs obtenues pour les âges de 
Paul et de Jacques soient positives, il faut et il 
suffit que a — b soit positif, c’est-à-dire que a soit 
plus grand que ô. Quant à la valeur de elle est 
positive ou négative suivant que a — mb est positif 
ou négatif; c’est-à-dire suivant que a est supérieur 
ou inférieur à mb. On peut traduire ainsi ces résul¬ 
tats en langage ordinaire : pour qu’il puisse arriver 
que l’âge de Paul soit m fois plus grand que l’âge 
de Jacques, in étant plus grand que i, il est néces¬ 
saire que Paul soit plus âgé que Jacques; dans ce 
cas, suivant que l’âge de Paul est actuellement supé¬ 
rieur ou inférieur à m fois Page de Jacques, l’époque 
que l’on cherche sera future ou passée. 

Si a = b, on trouve pour les âges de Paul et de 
Jacques o ; lorsque leur âge à tous deux était nul, 
on peut dire algébriquement que l’un d’eux était m 
fois plus âgé que l’autre, quel que soit m; mais cette 
solution ne présente aucun intérêt; on exprime 
quelquefois ce fait en disant qu’elle est illusoire . 

On étudierait de la même manière le cas où m 
est inférieur à i ; mais on peut s’en dispenser, si 
l’on fait la remarque suivante : dire que l’âge de 


Paul doit être la moitié ou les de 

4 


celui de Jacques, 
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c’est dire que l’âge de Jacques doit être le double 

ou les r[ de celui de Paul. Donc si m est inférieur 
o 

à i, il suffira de permuter dans l’énoncé les noms de 

Paul et de Jacques et de remplacer m par ~ pour 

être ramené au cas déjà traité où m est supérieur 
à i. Il est très important de s’habituer à faire des 
remarques de ce genre, qui souvent abrègent et 
simplifient beaucoup les discussions. 

On peut résumer la discussion dans le tableau 
suivant : 



HYPOTHÈSES 
SUR CL ET b 

CONCLUSIONS 

B 

a 7*= b 

Problème impossible. 

a —b 

indéterminé. 

?ïi^> i 

a<^b 

impossible. 

a —b 

solution illusoire. 

b < a < mb 

x <[ o ; i sol. dans le passé. 

a — mb 

x = o ; i sol. au moment présent. 

a > mb 

x > o ; i sol. dans l’avenir. 

i 

a^> b 

impossible. 

a —b 

solution illusoire. 

mb <^a<^b 

x <[ o ; i sol. dans le passé. 

a =zmb 

x — o ; i sol. au moment présent. 

a mb 

x > o ; i sol. dans l’avenir. 



a mb 
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III. PROBLÈMES DU PREMIER DEGRÉ 
A PLUSIEURS INCONNUES 

70. Définition et remarques générales. — On 
dit qu’un problème est du premier degré à plu¬ 
sieurs inconnues lorsque sa résolution se ramène 
à la résolution d’un système d’équations du premier 
degré à plusieurs inconnues. Cette définition appelle 
des remarques analogues à celles que nous avons 
faites au n° 68. Le nombre des inconnues et le 
degré des équations dépendent parfois de la marche 
suivie pour la mise en équation; ils sont donc en 
partie arbitraires, de sorte que la définition ne doit 
pas être considérée comme absolument précise. En 
pratique cependant, il arrive, le plus souvent, que le 
nombre des inconnues et le degré des équations 
résultent immédiatement de l’énoncé. 

Pour la mise en équations il y a lieu d’observer 
que, si le problème proposé est déterminé, ce qui a 
lieu en général, le nombre des équations devra être 
égal au nombre des inconnues : Vénoncé doit per¬ 
mettre d'écrire autant d’équations quil y a d'incon¬ 
nues l . 


1. II peut arriver qu’il permette d’en écrire davantage; le pro¬ 
blème est alors impossible à moins que les équations ne soient 
pas distinctes ; nous ne pouvons développer ce point ici; indiquons 
un exemple : trouver deux nombres tels que leur somme soit 8, 
leur différence 2, et la différence de leurs doubles 4 ; on a les 
équations a; -f- y = 8 ; x — y = 2) ax — 2 y = à, dont la troisième 
est équivalente à la seconde; il suffit donc de conserver les 
deux premières. D’une manière générale les opérations ne sont 
pas distinctes lorsque l’une d’elles sc réduit à une combinaison 
linéaire des autres; il est alors inutile d’en tenir compte, puis¬ 
qu’elle est vérifiée lorsque les autres le sont. Mais nous ne pouvons 
faire une théorie complète des combinaisons linéaires d’équations 
du premier degré. 
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Au sujet du choix des inconnues, c’est surtout 
la pratique qui guide dans les cas où l’on peut 
hésiter; d’ailleurs s’il est souvent plus commode de 
prendre pour inconnues certaines quantités plutôt 
que d’autres, ce n’est pas essentiel; tout choix d’in¬ 
connues qui conduit à des équations du premier 
degré permet d’obtenir la solution, par des calculs 
plus ou moins longs. 

71. Exemples de problèmes du premier degré 
à plusieurs inconnues. Problème VI. — On sait 
que 6 m de drap et 5 m de doublure coûtent 4 I fr ; 
8 m de drap et 6 m de doublure coûtent 54 fl ’/ quel est 
le prix du métré de drap et du métré de doublure? 

Soit x le prix du mètre de drap et y le prix du 
mètre de doublure, ces prix étant exprimés en 
francs. L’énoncé donne les équations : 

( H- % = 4 1 
( 8.z-b 63/ = 54 . 


La deuxième équation prend une forme plus 
simple si l’on divise tous les termes par 2 : 


On en tire : 


4#-+-3y = 27. 


y 




En portant cette valeur dans la première équa¬ 
tion, on obtient : 
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- 2 _ ^ 

* = ZLl? = 6. 

- 2 

Ayant x, on a : 

2/ = 9 —1^ = 9 — 8=i. 

Le prix du mètre de drap est 6 k et le prix du 
métré de doublure est l il \ 

Problème VIL — On suppose quun bicycliste a 
une vitesse de 25 km à l’heure en terrain plat , de 
43 km à l’heure en montée , et de 30 km à l’heure en 
descente . Combien y a-l-ïl de plat , de montée et de 
descente sur une route de i00 km ‘, sachant qu’il a 
mis h h 2 h m pour la parcourir à l’aller et 4 h 36 m au 
retour P 

Soit x le nombre de kilomètres de plat, y le 
nombre de kilomètres de montée, et z le nombre 
de kilomètres de descente, à Y aller; au retour la 
descente devient montée, et inversement. On a 
une première équation en exprimant que la lon¬ 
gueur totale de la route est ioo km : 

(i) x H- y -f- 5= ioo. 


On obtiendra deux autres équations en exprimant 
que le temps employé pour parcourir la route a été 
4 l ': j >4 m , c’est à-dire s64 m à l’aller et 276™ au retour. 
Pour parcourir x kilomètres avec une vitesse de 
a5 km à l’heure, il faut un nombre de minutes égal à 



en additionnant les temps partiels obtenus de 
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même, on a les deux équations : 

S 6 ox Go?/ , 6oa r 

Go.r 601/ , 60s P 

.-Ï5+1^+75 = 2 7 6 

qu’on peut écrire, plus simplement : 

(2) l -g- -+-4?/4- 22=264 

( 3 ) / ^ a? H- 23 / - 4 - 4 ^ = 276. 

Tirons de l’équation (1) la valeur de z : 

(4) s=ioo — x — y 

et portons-la dans les équations (2) et ( 3 ); il vient : 


.z -f- -+- 2 ( 1 °° — x — y) = 264 

^x H- 23/ -f- 4 (100 —x — y) == 276, 


ou, en simplifiant et changeant les signes de la 
seconde équation : 

(5) ( j x -f- 23/ = 64 


^ .r H- 23/ = 124. 


L’équation ( 5 ) nous donne : 


?/ = 32- 
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et, en portant dans (6), on obtient successivement : 

8 r 2 
g x -+- 64 — ^ .r = 124 

6 ^ 

- ^7 = 00 
5 

x =z So. 

L’équation (7) donne alors : 

y = 32 — 10 “ 22 

et l’équation (4) : 

2 — 100 — 5 o — 22 = 28. 

Il y a donc, à l’aller, 5 o km de plat, 22 km de 
montée et 28 km de descente. 

On aurait obtenu plus aisément cette valeur de x 
en faisant une combinaison linéaire des équations (1), 
(2), ( 3 ) avec les multiplicateurs 6, —1, —1; les 
inconnues y et z se trouvent éliminées et il reste : 

^6 — x = 600 — 264 — 276, 

c’est-à-dire 


d’où : 

On remplacerait ensuite x par cette valeur dans 
les équations (1) et (2) ce qui donne : 

( 8 ) y-\~ z = 5o 

( 9 ) 


■^x = 60 , 
x = 5 o. 


4 y H- 2 J 3 — 144 
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OU : 

( 9 ) î <iy + 5 = 72 

et il suffit de faire une combinaison linéaire des 
équations (8) et (9), avec les multiplicateurs — 1 et 1, 
pour obtenir : 

y = aa. 

72. Exemple de problème avec discussion. — 
Problème VIII. — On suppose quun bicycliste a 
une vitesse v en terrain plat , u en montée et w en 
descente. Combien y a-t-il de plat r de montée et de 
descente sur une route de a kilomètres , sachant quil 
a mis un temps t pour la parcourir à Valler et un 
temps t! au retour P Les temps t et t'! sont supposés 
évalués en heures et les vitesses en kilomètres à 
V heure. 

Désignons par x Vm la longueur totale des montées 
et par y km la longueur totale de descente, à V aller ; 
la longueur du terrain plat est a — x — ?/, puisque 
la longueur totale est a . Au retour, il y a de 
descente, y km de montée et a — x — y kilomètres 
de plat. En raisonnant comme pour le problème 
précédent, on a les équations : 



c’est-à-dire : 
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Le déterminant de ce système est : 

< 3 , =(h-îxh) 

On a utilisé la formule : 

q} — b 2 — (a -+- b) [a — b). 

D’après l’énoncé du problème, il est naturel de 
supposer que l’on a : 


( 4 ) 


u < v < 


c’est-à-dire que la vitesse est plus faible en montée 
cpui’en terrain plat et plus forte en descente; on a 
clone, u, v, w étant positifs : 


( 5 ) 


u e tv 


Le second facteur 



du déterminant n’est 


a onc pas nul; mais le premier peut être nul; c’est 
ce qui a lieu dans le cas où l’on a ; 


(G) 


-- 4 -- = 

u tv 


1 

? 


c’est-à-dire où le temps employé pour parcourir 
i km de montée et i km de descente est égal au temps 
employé pour parcourir 2 km de terrain plat. Il est 
assez naturel qu’il y ail dans ce cas impossibilité 
ou indétermination, car la solution ne peut pas 
ch Ire unique et déterminée; si, en effet, nous avons 
une solution, nous en obtiendrons une autre en 
x'cmplaçant une longueur quelconque aZ km de terrain 



140 


ALGÈBRE 


plat par Z kra de montée et l km de descente, le temps 
employé ne changera ni à l’aller ni au retour. 

Supposons que le déterminant ne soit pas nul, 
nous aurons pour x et y des valeurs déterminées; 
pour qu’elles conviennent au problème il faut : 
i° qu’elles soient positives; 2° que a — x — y soit 
aussi positif. 

Calculons x , y et a — x — y. On a : 



c’est-à-dire : 



_ \u v} \v w) _ y \u 


t f ~h — ~)t— i) 

_ \ie y J _\ y tvj y \u wj 


On obtient ensuite : 


( 8 ) a —x —y 

ou, en simplifiant : 

(9) a—x — yz 


*M(ï-5)]-G-ï)<"-0 




u w y 
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Il nous faut chercher à quelles concluions x, y, 
et — x — y sont positifs. Si nous calculons x — y 
nous obtenons : 



U (V 


Nous laisserons à relève le soin d’établir celte 
formule directement, d’après renoncé. Remarquons 
que l’on peut toujours supposer : 

(«0 *>*', 

c’est-à-dire supposer que l’on met plus de temps 
à l’aller qu’au retour; sinon il suffirait d’appeler 
aller ce que nous appelions retour et retour ce que 
nous appelions aller; dans ce cas, on a comme il 
est naturel : 

{12) > y , 

c’est-à dire qu’il y a plus de montée que de descente 
à l’aller II 11’est donc pas utile d’écrire que x est 
positif; il suffit d’exprimer que y est positif et x qui 
est supérieur à y sera certainement positif. Ecri¬ 
vons donc que y est positif, ainsi que a — x — y; 
nous obtenons : 
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Pour fixer les idées, nous supposerons que l’on a : 


i 

u 


i 

w 


> o, 


c’est-à-dire qu’il faut plus de temps pour parcourir 
i km de montée et i km de descente que pour par¬ 
courir 2 km de plat. Nous aurons alors d > o et on 
pourra multiplier par d et résoudre les inégalités 
précédentes par rapport à a. On obtient ainsi : 



t' 

— < a < 

i 

w 



Telles sont les limites entre lesquelles doit être 
compris a pour que la solution du problème soit 
acceptable Pour que a puisse être compris entre 
ces limites, il est nécessaire que l’on ait : 



c’est-à-dire en chassant les dénominateurs qui sont 
positifs et réduisant 



i i i 

u (V p’ 


ou en divisant par le facteur positif : 


w 



O. 


(i 5 ) 
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Il est nécessaire quç cette dernière condition 
soit vérifiée ; sinon le problème ne serait possible 
pour aucune valeur de a; lorsqu’elle est vérifiée les 
inégalités (i 3 ) font connaître l’intervalle dans lequel 
doit être compris a pour que le problème soit pos¬ 
sible. 

Supposons maintenant que l’on ait : 

c’est-à-dire : 

(16) 



Comme les coefficients de x et de y dans les 
équations (2) ne sont pas nuis, il y a, ou impossi¬ 
bilité, ou indétermination simple. Pour qu’il y ait 
indétermination simple, il faut et il suffit que les 
numérateurs des formules (7) se réduisent à zéro 
(ce qui a lieu en même temps pour les deux, puisque 
l’on ne doit avoir qu’une condition). 

En écrivant que le numérateur de x est nul, 011 
obtient : 



Or la condition (16) donne : 


( I 7 ) 



de sorte que la relation (17) s’écrit : 




= 0 , 
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c’est-à-dire : 

(*»} 


, r m 

t ~f— t '— — -O. 

V 


Telle est la condition d’indétermination. Lors¬ 
qu'elle est remplie on peul choisir arbitrairement 
Tune des inconnues, y par exemple, et la valeur 
de x est alors fournie par la première des équa¬ 
tions (2) qui donne, en tenant compte de (17) : 


(“J> 


x = y- 


1 

u 


a 

e 

1 

e 


On a d’ailleurs : 


t — 


a 

- 1 

u 


•±y ■ 


1 

u 


■ ay. 


Il faut choisir y de manière que x et y soient 
positifs, ainsi a — x — y . On doit donc avoir : 

\'M>) y > o 


a 

v 


y < 


a 

u 


(r-9 


Pour que y puisse vérifier simultanément ces 
inégalités, il faut et il suffit que l’on ait (puisque 

- — - est positif) : 


a 

u 


• 11 > o 



a 

- t 

u 


c’est-à-dire : 

v 1 \v u) u 

conditions qui sont compatibles puisque ^ est infé¬ 
rieur à - ; on a donc : 
u 

2 I I 

P U ^ P* 

Donc lorsque les conditions (16) (18) et (22) sont 
vérifiées, le problème est indéterminé; on peut 
prendre arbitrairement y dans les limites fixées 
par les inégalités (21) et x est alors donné par la 
formule (19). 

On peut résumer la discussion dans le tableau 
de la page 146. 

Nous laissons à l’élève le soin de discuter les cas 
limites, c’est-à-dire les cas où l’une des inégalités 
(i 3 ), (22), etc., se transformerait en égalité; il 
devra discuter aussi le cas où l’on a : 


1 

u 


ÇV 


--<0 

P 


et aussi les cas où la vitesse p serait égale à u ou 
à pp et où les trois vitesses, u , p, w seraient égales; 
il sera aussi fort utile de traiter le problème par 
le raisonnement direct et de retrouver ainsi les 
résultats de la discussion. Mais ce qui précède 

Borel. — Alyùbre, 2 e cycle. 


10 
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suffit à montrer d’une manière assez complète en 
quoi consiste la discussion d’un problème du pre¬ 
mier degré à données littérales. 


HYPOTHÈSES RÉSULTANT DE L’ÉNONCÉ 

t^>o t'y> o a^> o. 


Hypothèses faites poyx abréger la discussion; on aurait une 
discussion analogue dans le cas où elles ne seraient pas 
vérifiées. 



t t 

- <,0. 

W U 

Problème impossible. 

I , I 2 , 

— A - o. 

U 1 W V 1 

e — - > 0. 
w u ^ 

Problème possible à con¬ 
dition que a vérifie les 
inégalités (i3) ; solution 
donnée par les formu- 
lcs (7). 


< + <'-“ ¥=o. 

Problème impossible. 



Problème impossible. 

I , I 2 _ 

a'w V 

conditions (22) non 
vérifiées. 



. , ,r 2<X 

t-lft — — — 0, 

u u a u 

Problème indéterminé : y 
est assujetti aux inéga¬ 
lités (21) et x donné par 
la formule (19). 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE IV 

86. — Une montre avance de io m en 24 11 ; on Ta mise à 
l’heure à midi; quelle heure est-il lorsqu’elle marque 6 h ? 

87. — Trouver les dimensions d’un rectangle sachant que 
si l'on augmente la base de 8 m et la hauteur de 5m la sur¬ 
face augmente de 180 mètres carrés; tandis que si l’on 
augmente la base de 3 m et que l’on diminue la hauteur de 4 m 
la surface diminue de 3o mètres carrés. 

88 . — Deux courriers se déplacent sur un axe avec les 
vitesses u et mu; à l’origine des temps, leurs abscisses sont 
a et b; on demande à quelle époque ils se rencontreront. 
Discuter. 

Application : u = 3o hm à l’heure ; ;ji = — 2 ; a = 5o km ; 
b — — 3 5oo m . 

89. — Étant donné un triangle ABC on désigne par P, Q, 
R les points de contact du cercle inscrit avec les côtés BC, 
CA, AB ; on pose : 

BG = a, CA = Ô, AB = c, AQ = AR = x, BR = BP = y, 

CP == CQ = -s 

On demande de calculer x,y, z étant donnés a, b , c. Dis¬ 
cuter. 

90. — Môme question en remplaçant le cercle inscrit par 
l’un des cercles ex-inscrits. 

91. — Deux bicyclistes roulent dans le même sens sur 
une piste circulaire dont la longueur est 5oo m , chacun d’eux 
étant animé d’un mouvement uniforme; on constate que le 
plus agile dépasse l’autre toutes les 5 minutes; l’un d’eux 
se met ensuite à tourner en sens inverse, sa vitesse gardant 
la même valeur absolue, et dans cette seconde expérience ils 
se croisent toutes les 24 secondes; on demande quelles sont 
leurs vitesses, que l’on évaluera en kilomètres à l’heure. 

92. — Deux bicyclistes roulent dans le même sens d’un 
mouvement uniforme sur une piste circulaire de longueur a; 
le plus agile dépasse l’autre toutes les n secondes ; ils rou¬ 
lent ensuite en sens inverses sur une piste circulaire de lon¬ 
gueur b , leurs vitesses restant les mêmes en valeur absolue , 4 
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dans cette seconde expérience ils se croisent toutes les p 
secondes. Calculer leurs vitesses. Discuter. 

93 . — Une roue de voiture a 4 ni de circonférence; on la 
photographie pendant la marche, la durée de pose étant 
i/3ode seconde, et l’on constate sur le cliché que, pendant 
la durée de la pose, chaque rayon de la roue a tourné de la 
moitié de l’angle que font entre eux deux rayons consécutifs; 
sachant que la roue a 12 rayons équidistants, on demande 
quelle était la vitesse de la voiture. 

94 . — Un bassin est alimenté par 3 robinets; si l’on ouvre 
les deux premiers il se remplit en c heures ; si l’on ouvre le 
premier et le troisième, il se remplit en b heures; si l’on 
ouvre le second et le troisième, il se remplit en a heures; 
sachant que la capacité du bassin est A mètres cubes, on 
demande combien chaque robinet débite de litres à la seconde. 
Discuter. 

95 . — Étant donnés trois points A, B, C sur un axe déter¬ 
miner un point M de cet axe tel que l’on ait : 

MA GA_ 

MB * CB ^ 

Discuter. — Le nombre p s'appelle le rapport anharmo- 
nique des quatre points A, B, C, M. Etudier le cas particulier 
où l’abscisse du point A étant égale à o, et celle du point C 
à 1, l’abscisse du point B prend des valeurs positives de plus 
en plus grandes et devient finalement infinie. 

96 . — Partager un nombre A en n parties proportion¬ 
nelles à n nombres a v a 2 . a n c’est, par définition, trouver 

des nombres .r 1} x 2 , ... x n tels que l’on ait : 

“f" #2 “h • • • + & n := ~ A 

_ _ Xn 

flj cii} &n 

Résoudre et discuter ce système, en supposant que les 
nombres a v « 2 ,.... a n puissent être positifs ou négatifs; on 
montrera qu’il est déterminé à condition que l’on ait : 

-J- ^2 " 4 "' ••• ~f" 7 ^ O 

97 . — Déterminer p et q de manière que dans le produit 

(x~ px -j- q) ( ax 2 bx c) 

les coefficients de x 3 cl de x soient nuis. Discuter. 
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98. — Déterminer p, q , r de manière que dans le produit 

(#3 _j_ p X 2 + ( I X +■ r ) (æ# 3 + bx 2 -f- ex -f- d) 

les coefficients de a; 3 , x 3 , x soient nuis. Discuter. 

99. — On considère un ballon dirigeable qui décrit une 
trajectoire rectiligne de 5o km dirigée du nord au sud et qui 
revient ensuite à son point de départ; pendant tout le trajet, 
on suppose que le vent a une vitesse constante, et souffle 
constamment du nord vers le sud. On admet que lorsque le 
ballon se dirige dans le même sens que le vent, sa vitesse 
réelle est égale à sa vitesse propre augmentée de la vitesse 
du vent, tandis que lorsqu’il marche contre le vent, sa 
vitesse réelle est égale à sa vitesse propre diminuée de la 
vitesse du vent. Cela posé, on demande d’évaluer la vitesse 
du ballon en kilomètres à l'heure et la vitesse du vent en 
mètres à la seconde sachant que la durée du trajet a été Z h à 
l’aller et t' h au retour. Discuter. Appliquer au cas où l’on a : 

f — j 11 • j’ — 2 l, i 5 m 

100. — Résoudre le système : 

X cos x 2 cos y £= 3 
(X — i) cos x + 3 cos y = a 

Discuter. — Il y aura lieu d’exprimer que les valeurs de 
cos x et de cos y sont comprises entre — i et -f- i. 

101. — On considère un mélange de trois corps ayant 
respectivement pour formules H 2 0, C n H>Oî, C C H°; on con¬ 
state par l’analyse que ce mélange renferme un poids a d’hy¬ 
drogène, b de carbone et c d’oxygène; on demande quels sont 
les poids respectifs des trois corps qui figurent dans le 
mélange (H = i ; C = 6 ; O = 16 ). Discuter. 

Indiquer en particulier pour quelles valeurs simples de n , 
p y q le problème est impossible (ou indéterminé, si a, c 
sont convenablement choisis). 

102 . — On considère un mélange de trois corps ayant res¬ 
pectivement pour formules H 2 0, C 2 0\ C /, H! J -O v ; ce mélange 
renferme un poids a d’hydrogène, b de carbone, c d’oxygène. 
Quels sont les poids des trois corps qui figurent dans le 
mélange ? Discuter. 










CHAPITRE V 


VARIATIONS DU BINOME DU PREMIER DEGRÉ: 
REPRÉSENTATION GRAPHIQUE 


I. VARIATIONS DU BINOME DU PREMIER DEGRÉ 

73. Généralités sur les fonctions- — On appelle 
binôme du premier degré l’expression ax + b, dans 
laquelle a et b sont des nombres considérés 
comme connus, x étant une variable. Etudier la 
variation de ce binôme, c’est chercher comment 
il varie lorsque la variable x prend toutes les 
valeurs possibles. Nous désignerons la valeur du 
binôme par y, ce que nous exprimerons en écrivant : 

y = ax -h b. 

Cette relation, dans laquelle a et b sont consi¬ 
dérés comme des nombres donnés, fait correspondre 
à chaque valeur de la variable x une valeur de la 
variable y; lorsque la variable x prend une valeur 
déterminée, la variable y prend aussi une valeur 
déterminée. On exprime cette dépendance entre x 
et y en disant que y est une fonction de x. 
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En général, lorsque y est fonction de x , x est 
aussi fonction de y ; en effet, si a nest pas nul , 
on a : 



Si a était nul, x ne pourrait pas être regardé 
comme fonction de y, parce que y serait assujetti à 
prendre la valeur b , à l’exclusion de toute autre 
valeur; y ne pourrait donc pas être pris comme 
variable. Lorsque l’on regarde y comme fonction 
de x, on dit que x est la variable indépendante , 
parce que l’on suppose que x varie indépendam¬ 
ment de toute condition, c’est-à-dire d’une manière 
arbitraire, tandis que y est la fonction , dont la 
variation dépend de celles de x (dans le cas parti¬ 
culier où a est nul, y est constant; on regarde 
cela par extension comme une dépendance particu¬ 
lière ; y est égal à b pour toute valeur de x; nous 
verrons plus loin que cette extension est très natu¬ 
relle, quand on se place au point de vue géomé¬ 
trique — p. 180, fig. 26). 

Lorsque l’on a une relation entre x et ÿ on peut 
choisir l’une de ces lettres comme variable indépen¬ 
dante et l’autre comme fonction; l’usage très répandu, 
auquel nous nous conformerons le plus souvent, est 
de choisir x comme variable indépendante et y 
comme fonction. Il existe des fonctions très com¬ 
pliquées, c’est-à-dire des lois de dépendance très 
compliquées par lesquelles une variable y est déter¬ 
minée lorsqu’une autre variable x est déterminée; 
l’un des buts principaux des Mathématiques est 
l’étude des fonctions. La fonction y que nous venons 



152 


ALGÈBRE 


de définir est l’une des plus simples; on l’appelle 
fonction linéaire, nous verrons bientôt la raison de 
cette dénomination. 

74 * Étude de la fonction linéaire. — Nous 
allons étudier la fonction linéaire, en donnant 
d’abord a a et b, pour plus de précision, des valeurs 
numériques simples et déterminées; on se rendra 
bien compte ainsi de la marche suivie. 

Considérons donc, par exemple, la fonction y 
définie par la relation : 

y — vlx H- 3. 

Donnons à x deux valeurs différentes x t et x s et 
désignons par y t et y 2 les valeurs correspondantes 
de y ; nous aurons : 

y i = 2 x t H- 3 

y ü = 2J7 a H-3, 

d’où nous conclurons : 

y 2 2/1 = 2 ( ,r 2 , 2 'i)- 

On voit que la différence des deux valeurs de y 
est égale au produit par 2 de la différence des deux 
valeurs de x , prises dans le meme ordre. 11 en 
résulte, en particulier, que suivant que x^ sera plus 
grand ou pins petit que x i7 y 2 sera plus grand ou 
plus petit que y i ;on peut exprimer ce fait en disant 
que, si x croît, y croît, et si x décroît, y décroît. 
On dit alors que la fonction y est une fonction 
croissante. 

Définition. — On dit quune fonction y est une 
fonction croissante de x , lorsque , si Von fait croître x , 
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c'est-à-dire si Von donne à x des valeurs plus grandes, 
y croît aussi, c' est-à-dire prend des valeurs plus 
grandes. Cette définition sera complétée plus loin 
(n° ni); nous verrons alors qu’il y a des fonctions 
qui sont croissantes pour certaines valeurs de x et 
pas pour d’autres, ici, il s’agit de fonctions toujours 
croissantes. 

Soit maintenant la fonction : 

y — — 2x-h 5 . 

En conservant les mêmes notations., on aura : 

y j = —• ix i -h 5 
y s = —a.r 2 + 5 
y 2 — 2/i= — 2 K — x i )- 

La différence des deux valeurs de y est ici égale 
au produit par — 2 de la différence des deux valeurs 
correspondantes de x, prises dans le même ordre. 
Donc si x 2 est supérieur à x v ?/ 2 sera inférieur à y t ; 
si x croît, y décroît; si x décroît, y croît; la fonc¬ 
tion y est dite décroissante . 

Définition — On dit qu'une fonction y est une 
fonction décroissante de x lorsque, si Von fait croître 
x, c'est-à-dire si Von donne à x des valeurs plus , 
grandes, y décroît, c'est-à-dire prend des valeurs 
plus petites. .Cette définition sera, comme celle des 
fonctions croissantes, complétée plus loin; mais elle 
nous suffit pour l'instant, car les fonctions que nous 
étudions sont, ou toujours croissantes, ou toujours 
décroissantes, ou constantes, c’est-à-dire indépen¬ 
dantes de x . On peut, en effet, conclure de ce qui 
précède le théorème suivant : 
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Théorème. — La fonction linéaire de x définie 
par la relation : 

yz=zax-\- b, 

est toujours croissante lorsque le coefficient a est 
positif toujours décroissante lorsque le coefficient a 
est négatif constante lorsque le coefficient a est nul . 

Les deux premières parties de ce théorème résul¬ 
tent de la formule : 

—yi = a (* 2 —*1), 

qui montre que — y l est de même signe que 
x % — x v ou de signe contraire, suivant que a est 
positif ou négatif; la troisième partie est évidente, 
car si l’on suppose a — o, on a constamment , c’est- 
à-dire quel que soit x , la relation y = b. 

Nous reviendrons sur ce théorème à la fin du 
chapitre, après avoir exposé la représentation gra¬ 
phique. 

j 5 . — Nous allons maintenant étudier comment 
varie y lorsque l’on donne successivement à x toutes 
les valeurs possibles, positives ou négatives, ce que 
l’on exprime brièvement en disant que Von fait 
varier x de —co à -f- oo . Faire varier ^ de —co 
à -f- oo c’est supposer d’abord x très grand en valeur 
absolue et négatif, et considérer successivement des 
valeurs de x algébriquement de plus en plus grandes, 
jusqu’à ce qu’on soit amené à des valeurs très gran¬ 
des positives. 

Ainsi, on supposera successivement, par exemple, 
que x prend les valeurs : 

— iooooo, —iooo, —i, o, 10, 1000, 100000, 
et aussi les valeurs intermédiaires. 
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Il importe de remarquer que l’expression valeurs très 
grandes n’a, par elle-même, aucun sens; une longueur de 
20 kilomètres est très grande si on la compare aux dimen¬ 
sions d’une feuille de papier; elle est très petite si on la 
compare aux dimensions du globe terrestre; une longueur 
d’un million de kilomètres est elle-même très petite si on la 
compare aux distances des étoiles. Il faut donc entendre très 
grandes par rapport aux autres quantités que l’on considère, 
c’est-à-dire, dans la question qui nous occupe, par rapport 
aux coefficients a et b. 

76. — Lorsque x est très grand en valeur absolue, 
y est aussi très grand en valeur absolue;'si a est 
positif, y a le même signe que x; si a est négatif, 
y a un signe opposé a celui de x. En effet, soit, 
par exemple : 

y = 2 x-+- 5oo. 

Si x = — 10, 7 / = 480; y est positif, a cause du 
terme positif 5 oo; si x — —ioo, y — 3 oo, c’est-à- 
dire est encore positif; mais si x — —100000, 
y — — 200 000 -f- 5 oo = — 199 5 oo ; le terme positif 
5 oo n’empêche plus y d’être très grand en valeur 
absolue et négatif. De même, si l’on a : 

y =. — 3x -f- 5ooo, 

et si x = 1 000 000, y = — 3 ooo ooo + 5ooo = 
— 2995000. On exprime ce fait d’une manière 
abrégée de la manière suivante ; 

Théorème. — Lorsque a est positif] y est égal 
à co pour x — - 1-co et à —co pour x = — 00 ; 
lorsque a est négatif y est égal à —00 pour x = 
-f- co et à -1 -00 pour x — — co . 

Lorsque a est différent de zéro, y est égal à zéro 
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lorsque l’on a 


(XX —f— b - Oy 


Ni 


c’est-à-dire 


b 

a * 


II y a donc une valeur de xr et une seule pour 
laquelle y est nul. 

Désignons cette valeur particulière de x par x r h 
c’est-à-dire posons : * 

*'=~t 

a 

d’où : 

bz=z — ax J . 


Nous aurons : 

y = ax -f- b = ax — ax\ 

c’est-à-dire : 

y = a[x — x r ). 

Telle est la forme que l’on peut donner au binôme 
du premier degré lorsque a n’cst pas nul; x est 
une variable et x une valeur particulière de celle 
variable. Sous cette forme, on voit bien que y est 
nul dans le cas où x est égal à x et seulement dans 
ce cas. 

77. — Nous possédons maintenant les éléments 
nécessaires pour former le tableau des variations 
de y, lorsque x varie de —00 à + co . 

Supposons d’abord a positif et soit, pour fixer 
les idées, la fonction : 
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Pour x =— oc , y est égal à —co ; lorsque x 
croît, y croît, c’est-à-dire prend des valeurs né¬ 
gatives dont la valeur absolue est de plus en plus 

5 

petite; pour x — o, y — — 5; pour x = y = o; 


lorsque x croît à partir de-, y 


continue à croître 


et prend, par suite, des valeurs positives de plus en 
plus grandes ; enfin, pour = -(- oc , y = + oo On 
peut résumer ces remarques dans le tableau sui¬ 
vant : 


X 

' 5 

— 00 0 - 

2 

-f- 00 

y" 

_ négatif; p- négatif; positif; 

croit croit croit 

-{-00 


On a indiqué sur une première ligne les valeurs 
remarquables de x y c’est-à-dire les valeurs de x 
pour lesquelles il se produit une circonstance par¬ 
ticulière, que l’on juge digne de fixer l’attention. 
Ces valeurs remarquables sont rangées en ordre 
' croissant; on a inscrit au-dessous de chacune d’elles 
'"la valeur correspondante de y; et, dans les inter¬ 
valles qui séparent ces dernières valeurs, on a men¬ 
tionné brièvement la manière dont se comporte y 
lorsque x parcourt en croissant l’intervalle situé 
au-dessus. 

78. — Considérons encore la fonction : 



Les valeurs remarquables de x seront ici — co , 
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—— 2 * s 

—g, qui annule y, o qui donne à y la valeur — r, 

et -|-go ; de plus y est décroissant, puisque le 
coefficient de x est négatif. On aura donc le tableau 
suivant : 


X 

2 

-g 


0 -J-oo 

y 

, positif : 

+ “ déçoit 0 

négatif, 

décroît 

. négatif, 

décroît 00 


Nous compléterons l’étude des variations du 
binôme du premier degré, par la méthode de la 
représentation graphique que nous allons exposer. 


II. — NOTIONS SUR LA REPRÉSENTATION GRAPHIQUE. 

79. Graphique de la température. — Supposons 
que nous désirions nous rendre compte de la tem¬ 
pérature qu’il fait pendant une après-midi du mois 
d’août, sur la terrasse d’une maison de campagne. 
Que ferons-nous?Nous y placerons un thermomètre, 
supposé exact, et de temps en temps, nous noterons 
la température qu’il indique (exprimée en degrés 
centigrades, si le thermomètre est un thermomètre 
centigrade). Si nous supposons que nous faisons 
notre relevé d’heure en heure, nous inscrivons ainsi 
sur notre carnet les observations suivantes : 


Midi . . . . 

. . 25° 

7 h . 

. 18 0 

i h . . . . 

. . 26 ° 

8 h . 

• *7° 

2 h . . . . 

. . 26 °,5 

o 11 . 

• i6°,5 

3 h . . . . 

. . 26 ° 

IO h . 

. iG° 

4 h . . . . 

. . 25°,5 

II h . 

. i5°,5 

5 h . . . . 

. . 24° 

minuit . . . 

i5° 

6 U . ; . . 
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La lecture de ces observations permet de se 
rendre compte de la variation de la température; 
on peut, en les examinant avec attention, voir, par 
exemple, que c'est à 2 1 ' que la température a été la 
plus élevée, qu’elle a peu diminué entre 2 h et 4\ 
mais qu’elle a diminué bien plus entre 4 h et 5 h et 



surtout entre 5 h et 6 h et entre 6 h et 7 h , etc. Mais 
ces diverses remarques seront rendues bien plus 
aisées a faire si l’on construit, à l’aide des nombres 
relevés sur le carnet, un graphique de la tempéra¬ 
ture. — Voici ce que l’on entend par là. 

Traçons (fig. 11) une ligne horizontale sur 
laquelle nous marquerons des points équidistants, 
qui correspondront aux heures successives : midi, 
i h , 2 h , etc., jusqu’à minuit. En chacun de ces points 
élevons une perpendiculaire sur laquelle nous pren- 
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cirons une longueur proportionnelle à la température 
observée à l’heure indiquée. Par exemple^ si nous 
convenons de représenter 1° par s mni , la perpendi¬ 
culaire élevée au point marqué midi aura pour lon¬ 
gueur 25><2 = 5 o mm ; la perpendiculaire élevée au 
point marqué i h aura pour longueur 26 X 2 = 52 mm ? etc. 
Nous obtenons ainsi une suite de points ABCDE... ; 
nous joindrons chacun d’eux au suivant par une 
droite et nous obtiendrons ainsi une ligne brisée 
que l’on appelle graphique de la température. Il 
suffit de jeter un coup d’œil sur cette ligne pour 
se rendre compte de la manière dont a varié la 
température pendant l’après-midi. On voit que C 
est le point le plus élevé; c’est donc à n h qu’il a 
fait le plus chaud; les points D et E sont presque 
aussi élevés que C ; la température a donc peu 
décru entre 2 h et 3 h et entre 3 h et 4 h « Au contraire 
les droites FG et GH sont bien plus inclinées; entre 
5 h et 6 h , 6 h et y h , il y a donc eu une grande varia¬ 
tion, une chute de température assez brusque, etc. 
Tout cela apparaît à la seule inspection du gra¬ 
phique, bien plus simplement qu’à la lecture des 
nombres inscrits sur le carnet. 

8 o. — Nous avons supposé que, pour obtenir 
le graphique, on a observé la température d’heure 
en heure; il est clair que l’on obtiendrait un gra¬ 
phique plus exact en l’observant tous les quarts 
d’heure, toutes les 5 minutes, toutes les minutes. 
On aurait ainsi un nombre de points bien plus grand ; 
la ligne brisée aurait un plus grand nombre de 
côtés et ses angles seraient tous très rapprochés 
de i8o°. 

On a imaginé des thermomètres, dits thermomè- 



mécanisme que nous n’avons pas à décrire ici, mar¬ 
quent à chaque instant sur une feuille de papier 



Midi i h 2 h 3 h 4 h 6 h 7 h 8 h ÿ 10 *? n h Minait 
Fig. i3. 


convcnablemenl disposée le point À qui représente 
la température à cet instant. La feuille de papier est 

Bouel. — Algèbre, 2 e cycle. 


II 
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d’ailleurs entraînée par un mouvement d’horlogerie, 
de telle manière qu’à midi, c’est le point A qui est 
marqué, à i h c’est le point B, à le point C, et à 
chaque instant le point correspondant à cet instant. 
L’ensemble de ces points forme une courbe con¬ 
tinue (fig. 1 3 ), qui fournit la représentation graphi¬ 
que complète des variations de la température . 

En fait les thermomètres enregistreurs donnent une courbe 
un peu différente de celle que nous venons de figurer; les 
perpendiculaires que nous avons figurées sont remplacées, 
par suite de la disposition de l’appareil, par des arcs de 
cercle d’assez grand rayon; on obtient ainsi une courbe 
telle que celle-ci (fig. 14) : 



Fig. i 4 . 

La bande de papier figure'e correspond à une semaine ; les arcs de corde de 
grand rayon correspondent à des intervalles de 2 heures; les arcs de cercle 
correspondant à midi et à minuit sont marqués d’un trait fort cl ceux qui 
correspondent à 6 h. du matin ou du soir, d’un trait moyennement fort. 
Pour plus de simplicité, on n’a figuré que ceux-là sur la fig. 12 représentant 
le thermomètre en train de fonctionner. 

On peut résumer la marche suivie par la règle 
suivante, dans laquelle nous la précisons et définis¬ 
sons quelques termes utiles. 

Règle. — Pour représenter graphiquement les 
variations de la température , on trace (fig. 15 ) un 
axe Ox sur lequel on représente les temps par des 
longueurs proportionnelles . Dans ce but, on fixe 
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une unité de longueur et une unité de temps, une 
origine O des abscisses, et une origine des temps; 
un instant quelconque est alors représenté par le 
point dont Vabscisse est égale à l'époque de cet instant 
(n° 33 ). Par exemple, si Vanité de longueur choisie 
est le centimètre et Vunité 
de temps Vheure, on repré¬ 
sente i ll 45 m par un point 
A tel que OA = i cm , 7 5 , 

Vorigine des temps étant 
midi . 

Ceci fait, en chaque 
point A on élève une per¬ 
pendiculaire AA! à l'axe Fjg. t 5. 

des abscisses et on porte 

sur cette perpendiculaire une longueur proportion¬ 
nelle à la température. Pour cela, on fixe une 
unité de température et une unité de longueur (qui 
pourrait ne plus êtr£ la même que tout à l'heure) et 
on détermine le point A' par la condition que la 
mesure de AA r soit égale au nombre qui mesure la 
température avec Vanité choisie. 

On na plus qu'à joindre par un trait continu 
tous les points tels que A f ainsi obtenus, pour avoir 
le graphique de la température. 

Le segment OA s’appelle abscisse , et le segment 
AA' ordonnée du point A 7 ; comme nous l’avons dit, 
on pourrait prendre, pour mesurer ces deux seg¬ 
ments, des unités de longueurs différentes ; pour 
plus de simplicité, on choisit cependant en général 
la même unité, et c'est ce que nous ferons désor¬ 
mais , quand nous ne préviendrons pas du contraire. 

Si cette unité est le centimètre, le segment OA 
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représente un temps dont la mesure est égale au 
nombre de centimètres qui mesure OA et le 
serment AA' représente une température dont la 
mesure est égale au nombre de centimètres qui 
mesure AA'. 

81. Abscisses et ordonnées positives et néga- 

tives# _ Supposons que la température soit au- 

dessous de.zéro, c’est-à-dire mesurée par un nombre 
négatif; il sera alors naturel de la représenter par 
une ordonnée au-dessous de Ox et non plus au- 
dessus. Supposons, par exemple, que les tempéra¬ 
tures relevées pendant une nuit d’hiver soient les 


suivantes : 




6 h soir . . . 

. . +3“ 

i 11 matin . . . 

• - 6°, 7 

7 h soir . . . 

. . -j- 2 °I 

2 11 matin . . . 

. 7°,5 

8 h soir . . . 

. . —-j— 1 0 

3 h matin . . . 

. — 8°,2 

9 h soir . . 

. • — o°,9 

4 h matin . . . 

. — 8°,7 

I0 h S oir . • 

. . - 2 °,5 

5 h matin . . . 

• — 8 °,o 

i i K soir . . . 

. . -4 c 2 

6 h matin . . . 

• ■ — 9° 

minuit . . . 

. . — 5 °,6 




le graphique de la température sera le suivant 
(fig. 16), dans lequel on a représenté par une 
abscisse de 5 mm une heure et par une ordonnée de 
5 1,1111 un degré. 

De même, si l’on suppose que l’origine des temps 
soit minuit, on voit qu’une époque postérieure à 
minuit, telle que 3 h du matin, est représentée par 
une abscisse égale à -f- 3 , l’origine des abscisses 
étant le point O qui correspond à minuit, tandis 
qu’une époque antérieure à minuit, par exemple 
io h du soir, est représentée par une abscisse égale à 
— a. Nous allons préciser ceci en définissant, d’une 
manière générale, le système de coordonnées que 
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l’on appelle cartésiennes, du nom de leur inventeur 
Descartes 1 (en latin Cartesins). 



Fig. iG. 


82. Définition générale des coordonnées car¬ 
tésiennes. — Considérons deux axes Ox, Oy per¬ 
pendiculaires l’un à l’autre; ou, comme on dit 
plus brièvement, deux axes rectangulaires , et soit 
M un point situé dans l’angle .rO y formé par les 
directions positives des deux axes (fig. 17). Abaissons 
du point M les perpendiculaires MA et MB sur les 
axes; le quadrilatère OÀMB est un rectangle. Mesu¬ 
rons les côtés de ce rectangle avec une unité de 
longueur préalablement choisie; sur la* figure, 


1. Célèbre philosophe et mathématicien français, qui vivait au 
xvn e siècle. 
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l’on a : 


OÀ = BM = 3 
OB = AM= 4 , 5 . 


Le nombre 3 sera dit Y abscisse de M et le 
nombre 4,5 son ordonnée; les deux nombres 3 et 



O 1 2 3 «*■ S 6 OC 


Fig. 17. 


4,5 sont les deux coordonnées de M, c’est-à-dire les 
deux nombres qui servent à fixer la position de M 
dans le plan ; les axes O.r et O y sont les axes de coor¬ 
données; Ox est Vaxe des abscisses et O/y IV/.rc des 
ordonnées . Le point O est V origine des coordonnées ; 
c’est à la fois l’origine des abscisses et l’origine 
des ordonnées. 
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Considérons maintenant (fi g. 18) des points P, Q, R 
situés dans les trois autres angles que forment les 
axes de coordonnées ; les coordonnées de l’un de 
ces points seront définies de la meme manière ; par 


y 


6 

S 


4 

3 


-5 -3 1-2 -1 O 


Q * 5 


R 


Q 


oc 


Fig-, 18. 


exemple, pour le point P, on construira le rec¬ 
tangle OCPD ; les coordonnées de P sont égales 
aux mesures des segments OD et OC, c’est-à-dire 
à —5 et à i, puisque le segment OD est dirigé 
dans le sens négatif et OC dans le sens positif. De 
meme, on voit sur la figure que le point Q a pour 
abscisse —2,5 et pour ordonnée — 3,5 et que le 
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point R a pour abscisse 3 et pour ordonnée — 2 , 5 . 
En résumé on a la règle suivante. 

Règle. — Etant donnés deux axes rectangulaires 
Ox et O y, les coordonnées d’un point M du plan sojit 
définies comme il suit : abaissons du point M la per¬ 
pendiculaire MA sur Ox et la perpendiculaire MB sur 
O y ; V abscisse de M est égale , en grandeur et en 
signe , au segment OA de Vaxe des abscisses Ox et 
l’ordonnée de M est égale , en grandeur et en signe , 
au segment OB de l’axe des ordonnées O 

Nous savons ainsi obtenir les coordonnées d’un 
point donné; il n’est pas moins important de savoir 
construire un point dont les coordonnées sont données ; 
nous démontrerons a ce sujet le théorème suivant : 

Théorème. — Etant donnés deux axes rectangn- 
laires Ox, O//, une unité de longueur , et deux nombres 
quelconques positifs ou négatifs , il existe un point et 
un seul admettant pour abscisse le premier de ces 
nombres et pour ordonnée le second; ce point s'obtient 
par la construction suivante : on prend sur O.r un 
segment OA équivalent à l’abscisse donnée et sur O y 
un segment OB équivalent à l’ordonnée donnée; le 
point M cherché est le quatrième sommet du rec¬ 
tangle dont trois sommets coïncident avec les 
points A, O, B. 

En elïet, le point M ainsi défini (fig 17) a bien scs 
coordonnées égales aux nombres donnés, et il est le 
seul, car loul point dont l’abscisse est égale à OA 
et l'ordonnée à OB est tel que la perpendiculaire 
abaissée do ce point sur O .r passe en A, e’est-à-dire 
coïncide avec MA, tandis que la perpendiculaire 
abaissée sur O// coïncide avec MB, le point cherché 
doit doue, coïncider avec M. 
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On voit sans peine que cette construction est bien 
identique à celle que nous avons donnée pour les 
graphiques de la température; nous prenions l’ab¬ 
scisse OA égale a la mesure du temps (positive ou 
négative) et nous élevions en A line perpendiculaire 
à Ox située au-dessus ou au-dessous, suivant que la 
température avait une mesure positive ou négative, 
et égale à cette mesure. L’égalité déjà remarquée 
des côtés opposés du rectangle entraîne l’identité 
des deux constructions. 

83 . Cas particuliers. — Si l’abscisse donnée est 
égale à zéro, le point À coïncide avec le point O 
et par suite le point M coïncide avec le point B; 
donc les points dont Vabscisse est égale à zéro sont 
les points de Vaxe Oy, c'est-à-dire de Caxe des ordon¬ 
nées. De môme, les points dont l'ordonnée est égale 
à zéro sont les points de l'axe des abscisses. Le 
point O est le seul point dont les deux coordonnées 
sont milles. 

On désigne d’habitude l’abscisse par la lettre x, 
et l’ordonnée par la lettre y. Lorsque l’on a plu¬ 
sieurs points qu’il est nécessaire de distinguer, on 
affecte ces lettres d’indices : x v x v x r .., y v y v 2/. r .., 
en ayant soin d’affecter d’un môme indice les deux 
coordonnées d’un môme point. On emploie aussi 
assez souvent la lettre a pour les abscisses et la 
lettre b pour les ordonnées. Enfin, on se sert aussi 
des lettres grecques a, (3 (au lieu de a , b) et £, ^ 
(au lieu de .r, y). 

Au lieu de dire le point M dont l'abscisse est égale 
à 2 et dont l'ordonnée est égale à — 3 , on dira et 
écrira plus brièvement : lepointM {pc = 2, y = — 3 ) ; 
ou bien le point M (2, — 3 ), en ayant soin d’écrire 
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d’abord l’abscisse et ensuite l’ordonnée, que l’on 
sépare par une virgule. Si l’on n’a pas jugé utile de 
désigner ce point par une lettre on pourra dire 
simplement : le point x = 2 , y =— 3 / ou : le 
point ( 2 , — 3 ). 

m. représentation graphique des variations 

DU BINOME DU PREMIER DEGRÉ 

84 - — Supposons que nous ayons plongé un 
thermomètre dans un vase rempli d’eau froide et rap¬ 
proché d’un feu modéré; à chaque minute nous 
notons la température indiquée par le thermomètre 
et nous obtenons ainsi un tableau tel que le suivant 1 : 


Époque. Température. Époque. Température. 

O. i° 3 ra . 7 0 

I ra . 3 ° 4 “. 9 0 

2 ra . 5 ° 5 ,n . ii° 


Si nous convenons de désigner par x l’époque 
exprimée en minutes, et par y la température 

1. Bien entendu, on n'obtiendra en pratique un tel tableau, que 
si l’on se sert d’un thermomètre peu précis et si l’on fait des 
observations grossières; si l’on avait un thermomètre divisé en 
dixièmes de degré et que Ton observe à Toril le centième de degré, 
on aurait, par exemple, des températures telles que les suivantes : 


Époque. Température. Epoque. Température, 

0. i°,Oi 3 m . 7 0 ,02 

i rn . 2°, 98 A m . 9 0 , oi 

2 rn . V\g<j 5 m . 10", 97 


de sorte que la courbe ne serait qu’approximaLivemeat une droite ; 
mais elle y ressemblerait assez pour que Ton puisse conjecturer 
que le phénomène physique est bien représenté par une droite, 
avec une approximation intérieure aux erreurs d observation. 














correspondante exprimée en degrés, l’inspection de 
ce tableau montre que l’on a : 

y — 2.x — i, 

lorsque x a Tune des valeurs o, i, 2 , 3, 4? 5. La 
température s’élève régulièrement de 2 0 par minute. 

Il est donc h présumer qu’en g de minute par exemple, 
la température s’élève de g de 2 0 , c’est-à-dire de g 
de degré. Il en résulte qu’à l’époque x = 3 m g la 

température observée aurait été y —y 0 g, de sorte 

que l’on a encore entre l’époque x et la température 
correspondante y , la relation : 

yz='ix-i- 1 . 

Nous sommes ainsi conduits à admettre que cette 
relation est vérifiée pour toutes les valeurs de x 
comprises entre 0 et 5, c’est-à-dire pour toute 
époque comprise entre les époques extrêmes où 
l’on a observé. Nous exprimerons ce fait en disant 
que cette relation donne la loi des températures 
pendant l’intervalle de temps étudié 

Effectuons la représentation graphique de la 
variation de la température. Dans ce but, nous tra¬ 
cerons (fig. 19 ) deux axes rectangulaires Ox 7 Oy et 
nous porterons sur Ox cinq segments consécutifs 
égaux à l’unité, ce qui nous fournit les points 1, 2, 
3, 4 } s, qui correspondent aux époques ï, 2 , 3, 4? 
5, l'origine O correspondant à l’époque zéro. Nous 
élèverons en ces points les ordonnées oÀ=i, 
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i B = 3 , aC — 5 ; 3D = 7, 4E = 9, 5*F = i r. Nous 
allons démontrer d’abord que les points ABC DF, F 
sont en ligne droite. Dans ce but, menons par A la 
parallèle à O.r, qui rencontre les ordonnées en B\ 
C', D', E', F' ; nous aurons : 

AB' = i, AC'= 2, AD'— 3 , AE' = / h AF'= 5 . 
B'B = 2 C'C = 4 D'D = 6 E'E = 8 F'F=io 


Les triangles rectangles AB'B, AC'C, AD'D, AE'E, 



AF'F sont donc 
semblables comme 
ayant les cotés de 
l’angle droit pro¬ 
portionnels; il en 
résulte que les 
droites AB, AC, 
AD, AE, AF font 
toutes le même 

angle avec AF' : 

o ^ 7 

donc ces droites 
coïncident, c’esl- 
à -dire que les 
points A, B, C, 1 ), 
E, F sont en ligne 
droite. 

Nous «allons 


Fig-. 19. 


maintenant faire 


voir que celle 
droite AF représente complètement la variation de 
la température dans l’intervalle considéré; cYsl-à- 
dire que si Von considéré une époque quelconque .v, 
correspondant à V abscisse OP, la tempera tare q à 
cette époque est égale à Vordonnée PM que Von 
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obtient en élevant en P la perpendiculaire à Ox et 
prenant son point d* intersection M avec AF. 

Soit, en effet, M' le point d’intersection de PM 
avec AF'. 

Le triangle AM'M est semblable au triangle ÀB'B ; 
on a donc : 

M'M B'B 
AM' AB' 2 ’ 

D’autre part : 

PM = PM'-h M'M 
OP = AM'. 


Il en résulte : 

PM = 2 OP 4 - i, 

c’est-à-dire, si l’on désigne PM par y et OP par x : 

y =z 2X —{— I, 

l’ordonnée PM représente donc bien la température 
qui correspond à l’abscisse x. 

On voit que lorsque la variation de la tempéra¬ 
ture dans un intervalle donné est représentée algé¬ 
briquement par un binôme du premier degré , elle est 
représentée graphiquement par une ligne droite; 
c’est à cause de cette importante propriété que la 
fonction y définie par la relation y = ax-\-b est 
dite une fonction linéaire de x; elle est représentée 
par une ligne (droite). 

85. Autres exemples I. — Représenter graphi¬ 
quement la fonction y définie par la relation : 

y = 4 — 3.r, 

lorsque x varie de — i à 2 . 
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On peut former le tableau suivant (fig. 20) : 


y = i 
y —1\ 
y — 1 

y ——2 


point A 
— B 
— G 
— D. 


O11 démontrera comme tout à l’heure que les 
A. points A, B, C, D sont en 

i\ ligne droite. Cette droite ren- 

1 \ y contre Ox en un point M. 

| \ Pour ce point M, 011 a y — o ; 

! t B on doit donc avoir, en dési- 

| \ gnant par x l’abscisse de M : 


\ J c’est ce que l’on vérifie faci- 

\o le me ni par la comparaison 

Fig. 20. des triangles semblables 

MCi, MD2. 

— Représenter graphiquement la fonction y 


définie par la relation : 


lorsque x ça rie de — ,7 à 2 . 

Nous formerons le tableau suivant : 

x = — 3 y = *— i + 2 = ï point À 

_ ï t\ _ ï ‘1 

« = — 2 y = — 1 + 2 = « — 


y~ — 1 


c 
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x — i 


X= 2 


y=— * 

y = — i 


2 

3 

à 

3 


5 

3 

7 

3 


E 


F. 


Les poltils ABC DEF 
sont en ligne droite 
(fig. 21) et cette droite 
rencontre Ox en un 
point M dont l’abscisse 
3 

est-; c’cst la valeur 

2 

de x pour laquelle y 
est égal à zéro Fig-. 21. 

86. Étude générale 

de la fonction linéaire. — Nous allons maintenant 
étudier d’une manière complète les variations de 
la fonction linéaire, en faisant varier x de —co à 
+ ao , c’est-à-dire en donnant à x toutes les valeurs 
possibles, négatives et positives. 

Soit la fonction linéaire : 



y = 2 x -f- 3 . 

La représentation graphique complète des varia¬ 
tions de celle (onction s’obtiendra on donnant h x 
toutes les valeurs possibles, calculant la valeur 
de // qui correspond à chaque valeur de .r, construi¬ 
sant tous les points dont les coordonnées sont les 
valeurs correspondantes de x et de //, et réunissant 
ces points par une courbe. Nous allons montrer 
que cette courbe est une ligne droite indéfinie 1 . 


1. On oppose quelquefois, on géomélrie élémentaire, les mois 
ligne courbe et ligne droite : une courbe est une ligne qui n’est 
pus droilc. En mathémaliques supérieures, on donne le nom de 
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Considérons d’abord la fonction plus simple 
définie par la relation : 

y = iæ. 

Soit OA une abscisse positive (fig 22); l’ordonnée 
correspondante AM est positive et égale au double 



de OA; de meme à l’abscisse positive OA' corres¬ 
pond une ordonnée positive A'M' égale au double 
de OA'; a une abscisse négative OA" correspond une 
ordonnée négative A"M" égale encore au double de 
OA". Les triangles rectangles OAM, O A'M', OA"M" 
sont donc semblables comme ayant les côtés de 
l’angle droit proportionnels : 


courbe à loule ligne; la ligne droite est un cas particulier de la 
ligne courbe ; la ligne brisée est aussi un cas particulier de la 
ligne courbe. 
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ÀM À'M' A"M" 

OA OA' — OA" ~ 

Les angles MO A, M'OA', M^OÀ" sont donc égaux, 
d’où il résulte que les points MM'M" sont en ligne 
droite. Cette droite, 
supposée prolongée in¬ 
définiment, représente 
complètement la fonc¬ 
tion y—ix; à tout sys¬ 
tème de valeurs corres¬ 
pondantes, x y y , cor¬ 
respond un point de la 
droite, et réciproque¬ 
ment les coordonnées 
d’un point quelconque 
de la droite vérifient la 
relation y — zx. On dit 
que la relation y ■= ix 
est Y équation de la 
droite (au lieu de dire 
plus longuement : l’é¬ 
quation que vérifient les 
coordonnées d’un point quelconque de la droite). 
La droite MM' est la droite d’équation y = 2x; on 
dit aussi, plus brièvement : la droite : y — ix. 

Reprenons maintenant la relation plus générale : 

y — ix -4- 3. 

Soit A un point quelconque de Ox (fig. 2 3 ) et AM 
l’ordonnée de la droite y = 2x; l’ordonnée de la 
courbe y~zx- J -3 s’obtiendra en ajoutant 3 h AM, 
c’est-à-dire en prenant un segment MP égal à 3 (le 

Bond,. Algèbre, 2 e cycle. I'2 
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sens positif est bien entendu le sens positif sur 0 y). 
De même à un point A! correspond un point M' 
de la droite y — 7 .x et un point P' de la courbe 
y—2x -(-3 tel que M'P' soit égal à 3 . Les segments 
MP, M'P' étant égaux, parallèles et de môme sens, 
la figure MPP'M' est un parallélogramme. Le point 
P' se trouve donc sur la parallèle à MM' menée par 
le point P. Donc tous les points de la courbe 
y = 2x -j- 3 sont sur cette parallèle ; la courbe cher¬ 
chée est identique à cette droite. 

Remarque. — Pour x = o, la fonction y = 2x -f- 3 
se réduit a 3 ; l’ordonnée correspondante est OB et 
la figure OBPM est aussi un parallélogramme. La 
longueur OB est ce qu’on appelle Y ordonnée à Vori¬ 
gine. Pour construire la droite y — 2x -f- 3 , il est 
commode en général de construire d’abord le 
point B; par le point B on mène la parallèle a MM'. 

On peut aussi construire le point C où la droite 
rencontre Ox ; c’est le 
point pour lequel on a 
2 # +3 = o, c’est-à-dire 

3 

x ——Les points B et 

C étant construits, il suf¬ 
fit de joindre BC pour 
avoir la droite cherchée. 

87. Exemples. I. — Con¬ 
struire la droite : 

y = — 

On construira d’abord la 
droite y— — 2x, et l’on remarquera que, pour 
cette droite, y et x sont constamment de signes 
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contraires ; c’est la droite MM' (fig. 24); la droite 
y = %x -f“ 1 est a l° rs PP 5 si l’on prend MP et M'P' 
égaux à l’unité de longueur; l’ordonnée a l’origine 
OB est aussi égale à l’unité de longueur. Le 
point C d’intersection de la droite avec Ox a pour 


abscisse -, car pour x : 


■\,v- 


: O. 


II. 
tion : 


Construire la droite représentée par Vèqua - 


1 

• - x - 

2 


■ 2. 


La droite parallèle est M'M (fig. 25 ); l’or¬ 
donnée à l’origine OB = — 2; l’abscisse à l’ori¬ 
gine OC = — 4 - 

Remarque. — On voit que l’inclinaison de la 
droite sur O.r dépend de la grandeur et du signe du 



coefficient de x dans l’équation; pour cette raison, 
on donne à ce coefficient le nom de pente de la 
droite; on l’appelle aussi coefficient angulaire . 
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Lorsque ce coefficient est égal à zéro, la droite est 
parallèle a Ox; car si l’on a y = Ox -j- 2, cela équi¬ 
vaut à y = 2; l’ordonnée 
y a une valeur cous tante; 
la droite est telle que 
BPP' (fig. 26). 

Dans le cas où le coef¬ 
ficient angulaire est posi¬ 
tif, la fonction y est crois¬ 
sante ; elle est décrois¬ 
sante dans le cas 011 ce 


B 

y 

p p' 


1 | 



o H 

> i 

> 

h 


Fig. 26. 


coefficient est négatif. 


88. — Détermination du coefficient angulaire 
de la droite qui joint deux points. — Considé¬ 
rons une droite, ayant pour équation : 

y — clx -J- b 

et soient [x v (# 2 , ÿ 2 ), les coordonnées de deux 
points de cette droite; on a : 

y i ctx^ —f- b 
y 2 = a.z'2 f -b 

d’où, en retranchant : 

v% — yx = a (*2 — * 1 ). 

On en conclut, en supposant x a différent de x ± : 


(0 


‘Jh. 


telle est la formule qui fait connaître le coefficient 
angulaire d’une droite, lorsque l’on connaît les 
coordonnées de deux points de cette droite; on 
peut l’énoncer sous la forme suivante : 
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Règle. — Le coefficient angulaire ou pente d'une 
droite est égal au quotient de la différence des ordon¬ 
nées de deux de ses points par la différence des 
abscisses des deux mêmes points pjûs dans le même 
ordre. 

Dans le cas où x 2 — x t est nul, deux points de la 
droite ont la même abscisse; tous les points de la 
droite ont évidemment la même abscisse, c’est» 
à-dire que l’équation de la droite est : 

' x == x i ; 

cette équation ne renferme pas y. 

La droite est parallèle à Oy ; son coefficient angu¬ 
laire est infini; le dénominateur de la formule qui 
le donne est égal à zéro. 

Si nous imaginons que l’axe Ox soit horizontal 
et l’axe O y vertical, on voit que la pente a est égal 
au quotient de la différence d’altitude (positive ou 
négative) y 2 — y t de deux points par la distance qui 
sépare les ordonnées de ces deux points, cette 
distance étant comptée parallèlement à Ox. 

89. Pente. Application à la topographie. — 
Lorsque l’on fait le plan d’un pays, d’un champ, 
d’une maison, on représente chaque point par sa 
projection sur un plan horizontal; c’est-à-dire par 
le pied de la perpendiculaire abaissée de ce point 
sur le plan horizontal ; l’on inscrit parfois à côté de 
chaque point son altitude ou cote, c’est-à-dire sa 
hauteur au-dessus d’un certain plan horizontal fixe. 
La pente d’une droite est alors égale au quotient de 
la différence des cotes de deux de ses points par la 
distance de ses projections horizontales. Si l’on a, 
par exemple, une route rectiligne dont la longueur 
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est de 3 !<m , dont l’origine est à 25 o m au-dessus du 
niveau de la mer et l’extrémité à 3 io m , sa pente est : 

3 io — 25 o 60 i 

3 ooo 3ooo 5o* 

. 12 

On dira que la pente est ou ou 2 centi¬ 
mètres par mètre, ou 2 p. 100 (2 °/ 0 ). Si l’on prend 
pour origine des coordonnées l’origine O de la 
route, pour axe Ox la projection de la route sur le 
plan horizontal qui passe en O et pour axe 0 ij la 
verticale du point 0, la section de la route par le 
plan xQy sera représentée par l’équation : 

1 

y = x m 
J 5 o 

Lorsque l’on fait ainsi des coupes par un plan 
vertical pour représenter les pentes de la section 
par ce plan vertical d’une certaine région, on choisit 
souvent deux unités de longueur différentes pour 
les abscisses et les ordonnées, afin cl 3 accentuer les 
pentes qui seraient presque insensibles à la vue 
quand le pays 11’cst pas très accidenté. Par exemple, 
on peut convenir cle représenter par une abscisse 
de i cm , i km de distance horizontale et par une 
ordonnée de i cm , ioo m d’altitude. L’échelle est 

alors---pour les abscisses et—-—pour les 

100 000 A 10 000 1 

ordonnées. Mais, lorsqu’on procède ainsi, il ne 
faut pas oublier que les pentes réelles sont beau¬ 
coup plus faibles que les pentes de la représenta¬ 
tion schématique. 

Voici, par exemple (fig. 27 et 28), deux coupes de 
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la France, empruntées a la Troisième Année de Géo¬ 
graphie. , de P. Foncin (Librairie Armand Colin) 
dans Tune les hauteurs sont exagérées 4 o fois, c’est- 
à-dire qu’à une hauteur de i km correspond une 
ordonnée 4° fois pins grande que l’abscisse qui cor¬ 
respond à une longueur de i km . Dans la seconde 
(fig. 28) les hauteurs sont exagérées 45 fois; dans 
cette dernière à une longueur d'un kilomètre cor¬ 
respond une abscisse d'un dixième de millimètre 
tandis qu’à une altitude d'un kilomètre correspond 
une ordonnée de 45 dixièmes de millimètre . 

On voit ainsi sur un exemple pratique comment 
il peut être parfois avantageux de prendre des unités 
différentes pour les abscisses et les ordonnées; mais 
il faut avoir soin de prévenir expressément; sinon 
on s’exposerait à de graves erreurs. 

90. Températures médicales. — Dans beaucoup de mala¬ 
dies, l’observation de la température du malade est un ren¬ 
seignement précieux pour le médecin ; il lui est aussi fort 
utile de savoir si les variations en sont plus ou moins rapides. 
Dans ce but les médecins ont l’habitude de construire des 
diagrammes de la température dont nous reproduisons un 
spécimen, d’après une feuille réellement remplie dans un 
hôpital de Paris (üg. 29). Les températures sont observées 
chaque matin et chaque soir, à des heures aussi régulières 
que possible; on porte les époques en abscisses, un côté du 
quadrillage correspondant à ia h ; on porte les températures 
en ordonnées; un côté du quadrillage correspond à 2 dixièmes 
de degré ; le point représentatif peut être mis soit sur un 
des traits horizontaux, soit au centre d’un carré (comme le 
6° jour soir dans notre figure), on peut ainsi figurer le dixième 
de degré, ce qui est l’approximation fournie par les thermo¬ 
mètres médicaux. La pente plus ou moins grande des droites 
qui joignent les points représentatifs permet de voir d’un 
coup d’œil si la variation de température a été plus ou moins 






matin 
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brusque. Des traits plus forts correspondent aux tempéra¬ 
tures de 37 ° et de 40 °, qui jouent un rôle particulièrement 
important dans le diagnostic. 

Bien entendu, si l’on observait la température du malade 
à chaque instant, la courbe obtenue différerait notablement 
de celle qui est ffgurée ; mais cela n’est pas pratiquement 
possible et la courbe schématique que l’on emploie suffit 
actuellement aux besoins de la médecine. 

91. Introduction des accroissements A y et A<r. 
— Reprenons la formule fondamentale : 

a== y»-y 1 . 

Nous allons la récrire avec une notation diffé¬ 
rente, ce qui lui donnera une forme nouvelle, qui 
nous sera fort utile à connaître quand nous étudie¬ 
rons les dérivées. 

Expliquons d’abord cette notation. 

Soient x 1 et x v deux valeurs de l’abscisse, et ?/ 4 
et y ± les valeurs correspondantes de l’ordonnée. 
Nous poserons : 

A ,r i = x -i ) 

ou, ce qui revient au meme : 

= x 1 H- A.r,. 

La notation A x 1 (que l’on énonce : grand delta x i7 
ou grand delta de x v ou delta x^ représente la quan¬ 
tité (positive ou négative) qu’il faut ajouter à x % pour 
obtenir æ* 2 ; c’est Vaccroissement de x i (le mot accrois¬ 
sement ayant un sens algébrique, c’est-à-dire dési¬ 
gnant la quantité que l’on ajoute, qu’elle soit posi¬ 
tive ou négative). \d accroissement correspondant de 
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y sera désigné par À y v c’est-à-dire que l’on posera : 

y ^ = l Ji -+- a 2/i 
= 3/2 - 2/l- 


La formule qui donne la pente de la droite joi¬ 
gnant les deux points considérés prend alors la 
forme : 


a 


A y t 

Ax t ’ 


ou plus simplement, en supprimant les indices 
puisque (x ± y { ) sont les coordonnées d’un point quel¬ 
conque de la droite : 


ce qui s’exprime ainsi : 

Théorème. — La pente d’nne droite est égale 
au quotient de Vaccroissement de Vordonnée par 
Vaccroissement correspondant de Vabscisse. 

On peut déduire de ce théorème une démons¬ 
tration nouvelle du théorème de la page 1 54 - 

Supposons que l’accroissement Ax soit positif, 
alors par définition la fonction y est croissante, 
décroissante ou constante suivant que l’accroisse¬ 
ment correspondant Ay est positif, négatif ou nul. 
Or il est manifeste que, lorsque Ax est positif, a 
est du meme signe que Ay et s’annule avec A y. Donc 
la fonction linéaire est croissante, décroissante ou 
constante suivant que a est positif, négatif on nul . 

92. Application au mouvement uniforme- —- 
Désignons par e 0 l’espace parcouru à l’origine des 
temps par un mobile anime d’un mouvement uni¬ 
forme, par e l’espace parcouru à l’époque t et par 9 
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la vitesse ; on aura : 


e = vt 4- e 0 . 

C’est l’équation du n° 26 dans laquelle nous 
employons la lettre e a la place de la lettre <r, et 
supposons t 0 = o. 

Traçons deux axes rectangulaires que nous 
appellerons 02 et Oc, au lieu de les appeler Ox et 
Oy ; nous porterons les temps en abscisses , sur 
l’axe 01 et les espaces en ordonnées parallèlement 
à l’axe Oc. D’une manière plus précise, ayant choisi 
une unité de longueur, que nous supposerons être 
la même pour les abscisses et les ordonnées , ayant 
d’autre part, comme il est nécessaire avant d’écrire 
l’équation du mouvement uniforme, choisi une ori¬ 
gine des temps, une origine des espaces, un sens 
positif pour les temps, un sens positif pour les 
espaces, une unité de temps et une unité d’espace, 
nous faisons correspondre à une époque donnée un 
point dont l’abscisse est numériquement égale à 
cette époque et dont l’ordonnée est numérique¬ 
ment égale à l’espace parcouru, chacune de ces 
quantités : abscisse , époque , ordonnée , espace, étant 
mesurée avec Vunité , Vorigine et le sens positif qui 
lui convient . 

Dès lors, si nous désignons par t et e l’abscisse 
et l’ordonnée nous aurons entre ces nombres la 
relation : 

e = vt 4 - e 0 , 

v étant le nombre qui représente la vitesse et e 0 le 
nombre qui représente l’espace initial. Si l’on appe¬ 
lait, pour un instant, y l’ordonnée (au lieu de e) et æ 
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l’abscisse (au lieu cle t) cette équation prendrait la 
forme : 

y = ^ H- 

et avec ces notations, on aperçoit immédiatement 
qu’elle représente une ligne droite. Ainsi, le mou¬ 
vement uniforme est représenté par une droite . 

De plus, on voit que la pente de cette droite est v; 
elle est égale à la vitesse . Il importe de remarquer que 
cette égalité est une conséquence du fait que l’on 
a pris la même unité de longueur pour les abscisses 
et les ordonnées (voir Exercices 124, i^ 5 , 126). 

Considérons par exemple un mobile qui parcourt 
4 km à l’heure, qui se déplace dans le sens positif et 
qui part d’un point dont la distance à l’origine des 
espaces 1 est 10 km . Nous aurons : 

e = 4*-h 10, 

les temps t étant exprimés en heures et les espaces 
en kilomètres. Si nous faisons correspondre une 
abscisse de i mm h i h et une ordonnée de i mrn à i km , 
nous aurons entre les abscisses et les ordonnées la 
même relation : 


e = i h t-+- 10. 

Nous obtenons ainsi la figure 3 o. 

Pour t — 5 , nous avons ainsi e = 3 o et effective¬ 
ment, a une abscisse de 5 mm correspond une ordonnée 
de 3 o mm , pour t — — 5 nous avons e = —io, ce 


1. U importe de remarquer que nous ne disons pas ici \'abscisse 
pour éviter toute confusion, car ici nous mesurons les espaces sur 
l’axe des ordonnées. 
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de l’époque t x h l’époque et e 2 — e l est l’espace 
parcouru pendant cet intervalle. 

La vitesse est égale au q no tient de V espace par¬ 
couru pendant un certain intervalle de temps , par 
cet intervalle de temps r Ce quotient ne dépend pas 
de l’intervalle de temps choisi : c’est la définition 
meme du mouvement uniforme. 

On peut écrire aussi : 

et dire que la vitesse est égale au quotient de 
Vaccroissement de Vespace par Vaccroissement du 
temps . 

93 . Graphiques des chemins de fer. — La repré¬ 
sentation graphique du mouvement uniforme est 
utilisée par l’État et les Compagnies de chemins de 
fer pour fournir a leurs agents, sous une forme 
commode, le tableau de la marche des trains sur 
une ligne. On admet, pour simplifier, qu’entre deux 
stations, la marche d’un train peut être regardée 
comme uniforme; pendant les stationnements, l’es¬ 
pace ne varie pas, tandis que le temps augmente 
d’une quantité égale à la durée du stationnement; 
un stationnement sera donc représenté par un seg¬ 
ment de droite parallèle à l’axe Ot. Supposons, par 
exemple, que nous fassions correspondre i mm à i m 
et i ram à i km (la vitesse évaluée en kilomètres à la 
minute sera alors égale à la pente). 

Nous avons représenté sur la figure 3 1 la marche de 
deux trains qui partent en même temps (à l’origine 
des temps) de la station choisie comme origine des 
espaces. 
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il séjourne ensuite io ra à celle nouvelle s talion, etc. 

Le tracé OMNPQ représente la marche d’un train 
de marchandises, dont la vitesse est beaucoup plus 
faible et les stationnements plus longs La droite 
EF représente la marche d’un train qui va en sens 
inverse des précédents; il part à l’origine des temps 
d’un point situé à 6o kra de l’origine des espaces 
(point E) et arrive 4 ° m apres à la station située à 
3 o kra de cette origine (point F). Ce train croise l’ex¬ 
press considéré en premier lien, car les lignes qui 
les représentent se coupent en un point G. L’ab¬ 
scisse de ce point fait connaître l’époque de ce croi¬ 
sement et son ordonnée fait connaître la distance 
à l’origine du point de croisement. 

Les figures 32 et 33 représentent les graphiques de chemins 
de fer tels qu’ils existent réelle meut; les dimensions de ce 
livre ne nous ont pas permis de les reproduire intégralement 
(de minuit à minuit); la figure 32 donne la portion d'un gra¬ 
phique qui s’étend de minuit à 5 h du matin et la figure 33 la 
portion d’un autre graphique qui s’étend de midi à 5 h du 
soir. A chaque station correspond une ligne parallèle à l’axe 
des abscisses; les écartements de ces lignes sont propor¬ 
tionnels aux distances des stations entre elles, distances qui 
sont indiquées dans la colonne de gauche. Los parallèles à 
l’axe des ordonnées correspondent aux époques; ces paral¬ 
lèles équidistantes correspondent aux quarts d’heure, les 
traits des heures étant plus loris, de plus, de petits traits 
parallèles aux précédents, mais qui ne sont pas prolongés 
pour ne pas trop charger la figure, divisent chaque quart 
d’heure en 3 intervalles égaux (de 5 minutes chacun par con¬ 
séquent). 

La marche de chaque train est représentée par une ligne 
inclinée; la force du trait et la nature de son pointillé per¬ 
mettent de distinguer les diverses espèces de trains; le 
numéro de chaque train est inscrit à coté du trait qui le 
représente. Par exemple, sur la figure 3a on voit que le 

Bohel. —Algèbre, 2° cycle. l3 
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train i358 part de Lou- 
dun à minuit 4 5 m , ar¬ 
rive à Chinon vers 
i h ‘i8 m , en repart à 2 11 , 
arrive à Azay à 3 h 4 m > 
en repart à 3 h 20 m , etc; 
pendant qu’il est garé 
à Chinon, le train 353 
(dont la marche est 
plus rapide et qui va 
en sens inverse) peut 
traverser cette station 
(la ligne étant à voie 
unique). Nous laissons 
à 1 élève le soin d’étu¬ 
dier lui-me me les au¬ 
tres particularités des 
figures 32 et 33. 


EXERCICES 

SUR 

LE CHAPITRE Y 

103. — O 11 a ob¬ 
servé les températures 
suivantes : 

Midi . 

2’’. . . 

4 h . . . 

6". . . 

8" . . 

io h . . 

Minuit 
2* 1 . . 

Représenter graphi¬ 
quement la variation de 


10 ° 

• 1i°, 

. 8 ° 

. 5° 

3° 
o°,5 

— o°,5 

— i° 
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la température, en faisant correspondre i cm à i h cl i cm à i°. 

104. — Effectuer la meme représentation graphique, en 
faisant correspondre 2 mm à i h et i mm à i°. 

105. — Effectuer la même représentation graphique en 
faisant usage de papier quadrillé et faisant correspondre un 
côté du quadrillage à i h et un côté à 2°. 

106. — Représenter graphiquement la température d’un 
malade d’après les observations suivantes : 



Matin. 

Soir. 

28 juin. 

. . . 36°,9 

38° 

2 9 —. 

. . . 37°,5 

38°,5 

3o —. 

. . . 37°, h 

3g 0 

i er juillet. 

3g»,1 

39°,5 

2 — . 

... 3g° 

38°,8 

3 — . 

• • • 3 7°.7 

38° 

4 —. 

3 7° 

3 7 °,6 


107. — Représenter graphiquement les températures indi¬ 
quée dans la note au bas de la page 170, en faisant corres¬ 
pondre 5 cm à i m et 5 cm à i°. 

108. — Représenter graphiquement les variations des 
fonctions : 

y =£ 2 x — 1 
y = — 3.r 2 


en prenant comme unité le centimètre. 

109. — Meme question, en prenant pour unité le milli¬ 
mètre. 

110. — Représenter graphiquement les variations des fonc¬ 
tions : 












7 


t 


I 


■Sf 

v 


I 

I 


I 
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111. — Môme question en prenant pour unité le centi¬ 
mètre. 

112. — Représenter graphiquement les variations des fonc¬ 
tions : 

y = —■ ix —j- 4oo 
y — — 3x -j- 25 o 



èn prenant pour unité le dixième de millimètre. 

113. — Représenter graphiquement les deux droites : 

y = 2x-l 7 k 
y = 7, 

en prenant pour unité le centimètre; calculer et mesurer les 
coordonnées de leur point commun, c’est-à-dire du point 
dont les coordonnées x,y vérifient les deux équations. 

114. — Meme question ponr les droites : 

= 1-15 

y = 2X — 3. 


On prendra pour unité le millimètre. 

115. — Résoudre les deux questions précédentes en fai¬ 
sant usage de papier quadrillé. 

118. — Calculer les coordonnées du point commun aux 
deux droites : 

y = ax -J- b 
y — a'x -(- b'. 

Discuter. 

117. — Construire les droites représentées par les équa¬ 
tions : 

X — 2 7/ -j- 5 

x = 3y — 4 
x — 2 


x 


y \ 2 

K "T 7‘ 
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118. — Construire les droites représentées parles équa¬ 
tions : 

2x + 3?/ = 5 
hx — 5 y — 2 — o 
3.r — 27 / 4 = ° 

3.r — 5 = o 
2 7/ + 3 = o. 

en prenant pour unité le demi-centimètre. 

119. — Dans quel cas les droites représentées par les 
équations : 

ax + by = c 
ax ( -f- b'y = c' 

sont-elles parallèles? 

120 — Quelle est la pente de la droite : 

ax -]- by — c. 

121. — L’horaire du rapide de jour de Paris à Marseille 
pendant l’hiver 1902-1903 était le suivant : 


Distances de Paris 
en ‘kilomètres. 

Stations. 

Arrivée. 

Départ. 


Paris 


9 1 ' 20 

1 55 

Laroche 

n h 5o 

1 i h 55 

3 1 5 

Dijon 

2 “ *4 

2 *' 2 Ü 

44<> 

Mdcon 

4“ 1 

4 h 4 

r» 12 

Lyon 

5 U 4 

5 h uj 

OiH 

Valence 

G'* 45 

G" 48 

762 

Avignon 

8 ‘- 25 

8 “ 35 

7 ( >4 

Tarnscon 

8 l - 54 

9 h 3 

8 G 3 

Marseille 

io" 21 



Représenter graphiquement la marche de ce train en pre¬ 
nant pour unité de temps 5 m , pour unité d’espace le myria- 
mètre et pour unité de longueur le millimètre pour les 
abscisses et les ordonnées. 

122. — Résoudre la question précédente en faisant usage 
de papier quadrillé. 

123. — Résoudre la même question en faisant corres¬ 
pondre une abscisse de i rm à i 1 ' et une ordonnée de g de 
millimètre à i k,n . 
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124. — Calculer la vitesse qu’a le train précédent dans 
chacune des sections qu’il parcourt et mesurer les pentes 
des droites correspondantes dans les diverses représenta* 
tions graphiques. 

125. — Calculer, avec l’approximation que comporte la 
figure, les vitesses des trains représentés sur la figure 32, 
entre les diverses stations du parcours. 

126. — Même question pour la figure 33; calculer de 
plus les époques et les distances aux stations voisines des 
croisements des trains en dehors des stations. 



CHAPITRE VI 


ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. 
ÉTUDE DU TRINOME 


I. RÉSOLUTION DE L’ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ 
A UNE INCONNUE 

94. Définitions. — Nous savons qu’on appelle 
équation du second degré a une inconnue x une 
équation telle que, tous les termes ayant été trans¬ 
posés dans le premier membre et les termes sem¬ 
blables ayant été réduits, le premier membre est 
un polynôme du second degré en x . Telles sont 
les équations : 

3 4- fée 2 — x =0 



m.ir — p r -|- 3./; 2 — 4 — 0 

m — ru :' 1 -+- 'J-px — ni* — p i = o. 

On a l'habitude d’ordonner le premier membre 
de. l'équation suivant les puissances décroissantes 
de .r, on réunissant on un seul tous les termes qui 
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renferment x au même degré. Les équations précé¬ 
dentes s’écriront ainsi : 

5.z 2 — x +3 = o 
2 S 3 

- X Z -\~7rX -= O 

3 2 

(m *+• 3)x 2 — px — 4 = 0 
— nx 2 -+- 'ipx +- (ni — mr — = o. 

Une équation du second degré a donc trois termes; 
son premier membre est un trinôme du second degré. 
Le premier terme est le terme en x 2 ; le second 
terme est le terme en x; le dernier terme est le 
terme indépendant de x ou terme constant Par 
exemple, dans l’équation : 

(ru -+ 3)x 2 — (a — n -+- p)x -+- m — n — o 

le premier terme est (m + 3)x 2 ; le second terme 
est — (a — n + p)x; le dernier terme est m — n. 
Dans l’équation : 

— 3,r — i -+• x 2 = o, 

le premier terme est x 2 , le second — 3x et le der¬ 
nier — i ; car cette équation ordonnée s’écrirait : 

x 2 — 3x — i=o. 

Dans l’équation : 

x % — i = o, 

le premier terme est x 2 ; le second terme n’existe 
pas; le dernier terme est — i. 

On écrit souvent l'équation générale du second 
degré sous la forme : 


(IX 2 bx -+* C -o 
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c’est-à-dire que l’on désigne par a le coefficient du 
premier terme, par b le coefficient du second ternie, j 

et par c le terme constant. Pour que l’équation soit 
bien du second degré, il est nécessaire de supposer 
que le coefficient a est différent de zéro ; nous 
ferons cette hypothèse. Mais de même que, dans * 

l’équation du premier degré à coefficients littéraux, 
il peut arriver que le coefficient du premier terme 
devienne nul pour des valeurs particulières de ces 
lettres, il y aura lieu d’étudier plus loin ce qui 
arrive, lorsque dans l’équation du second degré le 
coefficient du premier terme devient nul. Mais, pour 
l’instant, nous supposons essentiellement a différent 
de zéro ; les coefficients b et c peuvent être nuis ou 
différents de zéro; nous étudierons d’abord le cas ! 

particulier où l’on a b — o. j 

g5. Cas où le coefficient du second terme est * 

nul- — Soit l’équation du second degré : 

2.X’ 2 —8 = 0. 

On peut l’écrire successivement sous les formes 
équivalentes : * 

2a; 2 = 8 



Il s’agit donc de trouver un nombre a: dont le 
caria'* soit égal h f\. Nous savons que a est le seul 
nombre positif dont le carré est égal à 4 ? j c dis que 
— •>, est le seuil nombre négatif dont le carré est égal 
ii \ ; (‘n effet, a étant positif, le. carré de — a est égal 
au carré de a; il n’est donc égal à 4 que si a~ = 4, 


! 
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c’est-à-dire si a — 2 . L’équation proposée admet 
donc deux solutions; ou, comme on dit aussi, deux 
racines : la racine 2 et la racine — 2 . 

Au lieu d’écrire : 


on écrit souvent la formule unique : 


que l’on énonce : x égale plus ou moins deux; c’est- 
à-dire : Véquation proposée est vérifiée que x soit égal 
à -\-2 ou à — 2. 

Soit encore l’équation : 


3 .r 2 — 5 = o. 


On en déduit : 


et l’on voit que x doit être tel que son carré soit 
5 

égal à g, il existe un nombre positif et un seul dont 

5 fiS 

le carré est g; on le représente par et l’on 

apprend en arithmétique à le calculer avec autant 
d’approximation que l’on veut. Le nombre négatif 

—\Zl CSt SeU ^ nom ^ re négatif dont le carré soit 

5 

égal à rr; l’équation proposée a donc deux racines 

ü 

que l’on peut représenter par la formule unique : 
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Considérons maintenant l’équation 

Q.X 2 -f- 5 “ O. 

S’il existe un nombre x vérifiant cette équation* on 
doit avoir : 


c’est-à-dire que le carré de x doit être égal au 
5 

nombre négatif —or, le carré d’un nombre est 

toujours positif, que ce nombre soit positif ou 
négatif; il n'y a donc aucun nombre dont le carre 

5 

soit égal à —-; on en conclut que Véquation pro¬ 
posée na pas de racines. 

Soit enfin l’équation : 

3 ,r 2 = o. 

Le produit de x 2 par 3 étant nul, on doit avoir : 
.r 2 = o, 

et par suite x = o, puisque o est le seul nombre 
dont le carré est égal à zéro. L’équation proposée 
admet donc la racine unique x = o. 

On convient de dire que cette racine est double; 
nous ne pouvons expliquer complètement la raison 
de cette dénomination; contentons-nous d’observer 
que, x 2 étant le produit de deux facteurs égaux à x , 
si x est égal à zéro, ces deux facteurs sont nuis, de 
sorte que le produit a une double raison pour s’an¬ 
nuler. 

Nous pouvons résumer comme il suit l’étude que 
nous venons de faire. 
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Théorème. — Soit : 

ax 2 + c=:o 

une équation du second degré sans second terme , 
dans laquelle on suppose essentiellement a~é:o> 
Si les coefficients a et c sont de signes contraires, 
Véquation admet deux racines données par la 
formule 



dans laquelle est un nombre positif dont Varith¬ 
métique enseigne à extraire la racine carrée Si 
les coefficients c et a sont de même signe , l'équation 
?i a pas de racines. Si le coefficient c est nul, réqua¬ 
tion admet la racine double x = o. 

96. Résolution de l’équation générale. — Con¬ 
sidérons maintenant l’équation générale 

( 1 ) a.r 2 + k + c z= o 

dans laquelle nous supposons essentiellement le 
coefficient a différent de zéro, sans faire aucune 
autre hypothèse. 

L’équation (1) est équivalente à l’équation sui¬ 
vante, obtenue en multipliant les deux membres 
par 4 a : 

(2) t[<x~x“ —}— 4 übx —f- 4 uc — o. 

Cette équation peut s’écrire : 

4 a 2 x 2 -f- l\abx = — 4 ac 
ou, en ajoutant b 2 aux deux membres : 

( 3 ) 4aV 2 f { abx ù 2 — P — 4ac* 




206 


ALGÈBRE 


Le succès de la méthode employée tient à ce que 
le premier membre de l’équation (3) est le carré de 
icix -f- b; de telle sorte que cette équation (3) peut 
s’écrire : 

(:lax H- b ) 2 = P — bac. 

On est ainsi conduit à un problème tout a fait 
analogue à celui que nous avons résolu dans le pré¬ 
cédent paragraphe ; il s’agit de déterminer .r, sachant 
que le carré de l’expression lax -f- b est égal à 
b 2 — 4 ac. Si b 2 — /\ac est positif, iax + b devra être 
égal à d=z\JP — (\ac; si P — 4 ac est négatif, le pro¬ 
blème est impossible; si P — 4 ac est nul, 2ax - f- b 
doit être nul. On a donc, en supposant P — 4 ac ^ o, 

%ax -\~b — ±\Jb* — 4 ac 
%ax ~ — b ±\jb* — 4 ac 

_— b zh \ f b 2 — l\(-ic 

'à a 

Cette dernière formule fait connaître les deux 
racines de l’équation du second degré au moyen 
des coefficients; ces racines sont distinctes si 
b ' 1 — f\ac est positif; elles sont égales si Ir — l\ac — o; 
il n’y a alors une racine, que l’on considère 
comme double ; enfin si Ir — l\ac est négatif, les 
racines n’existent pas; la formule qui les donne n’a 
plus de sens, puisque l’on ne peut pas extraire la 
racine carrée d’un nombre négatif. 

Nous donnerons à la quantité Ir — 4 ac le nom 
de discriminant de l’équation *. 


1. D'après la théorie générale des formes quadratiques en 
algèbre on appellerait discriminant la quantité hac — b~ ou plutôt 
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97 . Applications. I. — Résoudre l’équation : 
a.r 2 — -4- 3 = o. 

O 11 peut appliquer la formule, en remplaçant a 
par 2 , b par —5 et c par 3; on obtient ainsi : 

5 ± \/5 2 — 4 x a x"3 __ 5 ± \/1 _ 5 dr i 

* — 4 —' 4 — 4 ~* 

Les deux racines sont donc : 

5-f- ï 6 3 

4 4 ^ 

et 



On aurait pu, à titre d’exercice, appliquer à 
l’équation particulière proposée la méthode géné¬ 
rale qui a servi a établir la formule; multiplions 
par 4 a, c’esl-à-dirc par 8; il vient : 

1 6 .r 2 — 4 ox = — 2 4 . 

Ajoutons ê 2 , c’est-a-dire s5; il vient : 

16 .r 2 — 4 o.r H- a5 = 25 — 24 
(4-r — 5) 2 = 1 
4 x — 5 m —h~ I 

4 •£* 5 ~f~ 1, 

d’où l’on tire les mêmes valeurs pour les racines. 

son quart; mais, d autre part, c’est la quantilé b' 1 —bac qui a clé 
introduite par Gauss dans ses recherches célèbres sur les formes 
quadratiques à indéterminées entières. Dans ces couditions, nous 
pensons qu’il n’y a pas d’inconvénient à adopter le nom de dis¬ 
criminant pour la quantité b 2 — bac; on appelle aussi parfois dis¬ 
criminant le quart de celle quantité (c’est-à-dire b" 1 — ac; voir 
n° 98 ); dans toutes les questions où le sijjpie seul intervient, il est 
sans importance de préciser si l’on prend — /|«c ou son quart. 
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II. — Résoudre l’équation : 


— 8a: 4- = o. 


On a ici : 


i‘-.W=8 2 -;x3Xy = o. 
L’équation a donc une racine double : 

C —3‘ 

III. — Résoudre l’équation : 


■ %x -4-5 = 0. 


t hi a ivi : 


1/ — \ac : 


■ f 2 o = — 16 ; 


1 Vquation proposée n’a pas de racines. 

J\\ —.. Hèsontlrv Véquation : 

n 2 j ' 1 — (a’ J “1“ b J Jx 4~ b 2 = o. 

1 »• discriminant est : 

,r • O * - pr'/r :tz a k — zaW 4- b k = (a 2 — 6 2 ) 2 . 

i hï ,i doue *. 


r 


/ n ! ■ />“ 4- \ (a’ — /r) 1 


•xa~ 


qui dnuio* les deux racines : 

u />* | n“ — b~ _ 


i 


f / * V. 

i /r - (u“ — /r)_ lr 

. -ivT~~ 
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98 . Cas où. la formule se simplifie — Dans le 
cas où le coefficient b est le double d’un nombre 
entier, il est commode de poser b = zb f , b' dési¬ 
gnant la moitié de b; la formule devient alors, en 
remarquant que le caiTé du double d’un nombre 
est égal au quadruple de ce nombre : 

_ — o.b f H- \J[ v b n — !\ac _ — %V ± 2 \Jb 12 — ac 

X 2 a 2 a 


c’est-à-dire : 

— b' + Jï 1 * — ac 

x =- 1 -. 

a 

Indiquons aussi la formule suivante, souvent 
utile. L’équation du second degré étant donnée sous 
la forme : 

x 2 -H p.T -4-2 = 0, 


on l’écrit : 



c’est-à-dire : 
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II. RELATIONS ENTRE LES COEFFICIENTS 
ET LES RACINES 


99. Formation d’une équation ayant deux 
racines données. — Désignons par x et x' deux 
nombres donnés; est-il possible de former une 
équation du second degré ayant pour racines les 
nombres x r et x ? Nous allons voir que la réponse 
à cette question est affirmative. Dans ce but, dési¬ 
gnons par a un nombre quelconque non nul et con¬ 
sidérons l’équation : 

a (x — x') (x — x") = o. 


C’est une équation du second degré; d’autre 
part, pour que le produit des trois facteurs a , x — x\ 
x — x soit nul, il faut et il suffit que l’un de ces fac¬ 
teurs soit nul ; comme a est difièrent de zéro, il 
faut donc que x — x' soit nul, c’est-à-dire que x—x', 
ou bien que x — x” soit nul, c’est-à-dire c[uex=x n . 
L’équation que nous avons formée admet donc pour 
racines les nombres x et x", et n’admet pas d’autres 
racines (ce que l’on aurait pu prévoir, puisque l’on 
sait qu’une équation du second degré admet au 
plus deux racines). 


Soit par exemple x' — ~, x" = ^. Prenons <2 = 6 , 

afin de faire disparaître les dénominateurs ; nous 
formerons l'équation : 


G 



ou, en développant : 
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Soit encore x' = ^, x" —— 3; prenons a = 2 , 
nous aurons l’équation ; 

2 ( ,r — à ) (x 3 )— 

c’est-à-dire : 

ix 1 -f~ 5x — 3 = o. 

Reprenons l’équation générale : 

a (x — x ( ) (.x — x") = o. 

Si nous la développons, nous obtenons : 

CLX^ — CL (x —{-— X ) X —[—• (XX X 'X— O. 

Les coefficients sont : a, — a(x f -(- x”), ax'x\ d’où 
la règle suivante. 

Règle. — Pour former une équation du second 
degré admettant pour racines les nombres x' et x ", 
on prend arbitrairement le premier coefficient a ; le 
second coefficient est égal au produit de — a par 
la somme des racines x r -f- x" et le dernier coeffi¬ 
cient est égal au produit de a par le produit des 
racines x'x 

Dans le cas particulier où x' = x ", l’équation que 
l’on obtient est : 

a (x — x'Y = o 
ax 2 — 2ax'x H- ax fi = o, 

et l’on constate aisément qu’elle admet la racine 
double x = x'; cette racine est regardée comme 
double parce qu’elle annule doublement l’expression 
a (x — x'f, vu qu’elle annule les deux facteurs x — x 
de cette expression. 
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ioo. Relations entre les coefficients et les 
racines. —Nous allons démontrer que, réciproque¬ 
ment, si l’on donne a priori une équation du 
second degré : 

ax 2 —|- bx -4- c = o, 

admettant des racines, que l’on désignera par x f 
et x\ les coefficients b et c sont donnés par les for¬ 
mules : 

b = — a(x f + x") 

c = ax'x". 

Ceci revient à dire que l’équation donnée est 
identique avec l’équation que nous savons former 
ayant même premier coefficient a et admettant les 
mêmes racines x ; et x n . 

La vérification est facile ; on a : 

x t — b -h sf b 2 — fync 

2 a 

n _— b — \Jb 2 — l { ac 

2a 1 


d’où, immédiatement : 

( )n a d’ailleurs : 

/„ _(— b - f- \ f lr — fyac) (— h — \jb 2 — 4 ac) 

4 a 2 

__ fr — (lr — f\ac) _ c 

* (\d l a 

La vérifical ion est donc complète ; elle subsiste 
dans le cas où x x\ c’est-à-dire où b % — kac 
est nul. 
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On en conclut que deux équations du second 
degré ayant les mêmes racines ont leurs coefficients 
proportionnels ; car, si l’on désigne par a', //, c\ les 
coefficients d’une autre équation ayant aussi pour 
racines x' et x " 9 on a : 

— — a! + 

c r = a’æ r x\ 
d’où l’on conclut : 

abc 

S 7 = F = 7 * 


Réciproquement, si deux équations ont les coeffi¬ 
cients proportionnels, elles ont les mêmes racines. 

ioi. Signes des racines, — Les relations entre 
les coefficients et les racines peuvent s’écrire : 


ce qui s’énonce ainsi : 

Théorème — Lorsqu une équation du second degré 
admet des racines , la somme de ces racines est égale 
au quotient changé de signe du second coefficient par 
le premier; le produit de ces racines est égal au 
quotient du dernier coeff oient par le premier. 

On peut déduire de là une règle permettant 
d’obtenir le signe des racines sans résoudre l'équa¬ 
tion. En effet, si le produit des racines est négatif, 
on peut en conclure que l’une est positive et l’autre 
négative; si le produit est positif, les deux racines 
sont de même signe; elles sont toutes deux posi- 
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tives ou toutes deux négatives suivant que leur 
somme est positive ou négative. 

Mais il ne faut pas oublier, avant de rechercher 
le signe des racines, de s’assurer d’abord que ces 
racines existent, c’est-à-dire que b 2 — l\ac est positif 
(ou nul). On peut d’aiLleurs, à ce sujet, faire l’im¬ 
portante remarque suivante : dans le cas où ~ est 

négatif, c et a sont de signes contraires, d’où l’on 
conclut que l\acr est aussi négatif; il en résulte que 
lr — (\ac est forcément positif, puisque b 2 et—4 ac 
sont positifs. 

Cas où a est nul. — Nous venons d’étudier 
les cas où le coefficient a du premier terme n’est 
pas nul ; pour nous rendre compte de ce qui se 
passe quand il devient nul, supposons d’abord qu’il 
soit très petit (voir p. 155 ) et considérons pour fixer 
les idées réquation : 

—— jr -f- ‘±æ — 3 = o. 

i<><>(> 

La formule simplifiée donne : 

_— i --H n/i -4- o,oo3 

(>,<)() i 

I h' on a : 

i ,<><>3 = i,(»()i '| 9 ... 

Les deux racines sont donc : 

, _ — I -1- !,<><> ï \<) 

0,00 l 

„ -I - I ,üdl ',<) 


irz — '2()()i, 


0,00 I 
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On voit que l’une des racines est très voisine de 
, c’est-à-dire de la solution de l’équation du pre¬ 
mier degré obtenue en supprimant de terme en x~ 
dans l’équation donnée; quant à la seconde racine, 
elle est très grande en valeur absolue. Si l’on avait 
pris l’équation : 

--- x 2 -4- zx ~ 3 = o, 

i ooo ooo 


on aurait trouvé : 


.5?'=1,499... 

x " = — 2 ooo 001,49... 


la racine x se rapprochant de plus en plus de - et la 


valeur absolue de x" étant de plus en plus grande. 

On est ainsi conduit à conjecturer que lorsque 
le coefficient a devient nul, b restant différent de 
zéro, l’une des racines devient égale à la solution 
de l’équation du premier degré : 


bx H- c 1= 0, 


et l’autre racine disparaît en devenant infinie , 
c’est-à-dire devient de plus en plus grande en 
valeur absolue à mesure que la valeur absolue de a 
devient plus petite. 

11 est aisé de justifier cette conjecture en utilisant 
les relations entre les coefficients et les racines. 

On a, en effet : 

, . /■/ — b 

x - f-.r =-. 

a 


Si a devient nul sans que b devienne nul, la 
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valeur absolue de la somme x + devient infinie 
(c’est-à-dire d’autant plus grande en valeur absolue 
que ci est plus petit). 

L’une au moins des racines devient donc très 
grande en valeur absolue. 

D’autre part on a : 

i t/ e 

xx — -, 
a 

et, par suite, en écartant le cas où c serait nul, 
auquel cas l’équation a visiblement une racine 
nulle : 

— b 

x'x" — c J 

c’est-à-dire : 



Il n’est donc pas possible que x' et x” deviennent 
tous les deux très grands en valeur absolue ; car 

s’il en était ainsi—, et ^deviendraient extrêmement 

x x 

petits tous deux en valeur absolue, et leur somme 

ne pourrait pas être égale à—-—- Il n’y a donc 

qu’une racine qui devient infinie, si on la désigne 

par x n , A, est d’autant plus petit que a est lui- 

même plus petit. Or, on a : 

_— b 1 

x' c x n ' 

Donc lorsque a devient très petit ~ 7 devient très 
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voisin de —, c’est-à-dire que x se rapproche 

de à mesure que a se rapproche de zéro. Pour 
a — o, on a donc bien les conclusions annoncées : 
/ _ c , t _ 

X zz: — ^ ; X = CO. 

Dans le cas où & est nul en même temps que a 
l’équation se réduit à : 


c — o, 

et si c n’est pas nul, n’a aucune racine. On voit 
aisément que, dans ce cas, les deux racines devien¬ 
nent infinies, c'est-à-dire sont d’autant plus grandes 
en valeur absolue que a et b sont plus petits, car 

leur produit ~ devenant très grand en valeur 

absolue, l’une au moins est très grande, et la 
somme : 



devenant très petite en valeur absolue, on en con¬ 
clut que l’on ne peut pas supposer quh me seule des 
deux racines x et x" soit très grande 

Enfin si a , c sont nuis tous trois l’cquation est 

é v i d e m m e n t i n cl é t e r m i n 6 e. 

io 3 . Résumé de la discussion. — On peut 
résumer les deux paragraphes précédents dans le 
tableau suivant : 
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_ 'T _ r~ “ r 1 

lill 

nJ i fi.jJ ■* 
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DISCUSSION DE L’ÉQUATION 
a# 2 -|- b ce -j- c = 0 . 

CL •=£=■ 0 

- <0 
« 

2 racines, l’une positive, l’autre négative. 

/ (b ... 

/ L --> 0 ; 2 racines positives. 

V 6 2 — > 0 < ^ 

c J / —— < 0 ; 2 racines négatives. 

a^° \ ^ __ ^ 

/ £ 2 — 4<?c = 0 1 racine double rr =- 

f 2 a 

\ ô 2 — hac<Co pas de racines. 

c = 0 ; 1 racine nulle ; 1 racine égale à TlÉ. 

a = 0 

b ^ 0 

1 racine infinie. 1 racine égale à — 

a =. o 

b = 0 

C yéz 0 

2 racines infinies ; équation impossible. 

a ~ 0 

b — 0 

c = o 

Equation indéterminée ; tout nombre est racine. 


HL ÉTUDE DU TRINOME DU SECOND DEGRÉ 

104. Définitions et notations- — O11 donne le 
nom de trinôme du second degré à l’expression : 

aj? H- bjc H- c , 
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les expressions : premier terme, etc., ont le même 
sens que pour l’équation du second degré. Nous 
désignerons fréquemment le trinôme par y ; c’est- 
à-dire que nous poserons : 

y a.x 2 -h bx H- c. 

Nous le désignerons aussi quelquefois par l’une 
des notations /%t), F(.r), <p(x) [que l’on énonce : petit f 
de x, grand F de x, cp de x] . La lettre f est la pre¬ 
mière lettre du mot fonction et les notations f(x),.. 
sont employées pour désigner une fonction de x 
L’avantage principal de cette dernière notation est 
le suivant Si l’on pose : 

f(x) = a/r 2 bx H- c , 

et que l’on remplace dans le trinôme x par une 
autre lettre, ou par un nombre quelconque, le 
résultat obtenu sera désigne en remplaçant la 
lettre x dans f(x) par cette lettre ou par ce nombre. 
Ainsi, l’on a : 

f[z) = az 2 -f- bz-hc 

fiX'j zzzz cù? —f— b\ —f- c 

f[io) — r ooa -4- 10b -hc 

/'(— i) = a — b -hc 

f (cos y) = a cos 2 y -h b cos y -hc 

f[tgu) = at<fu H- btgu -h c. 

Dans l’étude du trinôme du second degré, il y a 
souvent lieu d’introduire les racines de l’équation : 

ax 2 -h bx c = o, 

c’est-à-dire les racines de Véquation obtenue en éga¬ 
lant le trinôme à zéro . Nous dirons, pour abréger, 
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que ces racines sont les zéros du trinôme 1 et nous 
les désignerons généralement par x' et x". 

Lorsque l’on a : 

P — 4ac < o, 

le trinôme a deux zéros distincts, si : 

P — kac — o, 

le trinôme a un zéro double ; enfin si l’on a : 
b 2 — < o, 

le trinôme n’a pas de zéro. 

Dans l’étude du trinôme, nous supposerons essen¬ 
tiellement que le coefficient a du. premier terme nest 
pas nul , de sorte que les cas précédents sont les 
seuls qui puissent se présenter. 

io 5 . Formes canoniques du trinôme. — Nous 
donnerons le nom de formes canoniques du trinôme 
à des formes particulières que l’on peut donner au 
trinôme et sur lesquelles ses propriétés essentielles 
sont mises en évidence. Nous obtiendrons une 
forme canonique générale, qui donnera trois formes 
particulières, suivant que le discriminant est négatif, 
nul ou positif. Nous ne nous appuierons pas sur 
les résultats obtenus pour l équation du second 
degré, de sorte que nous arriverons par une autre 
voie aux résultats des n os 96, 99, 100. 

i u Forme canonique générale. — On a, puisque 
l’on suppose que a 11’est pas nul : 


1 . D’une manière générale, 011 appelle zéros d’un polynôme (ou 
d’une fonction quelconque) les racines de l’équation obtenue en 
égalant à zéro ce polynôme (ou cette fonction). 
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ax 2 -J- bx H- c = à |^.r 2 -f- ^ .r -f- ^ J, 


c’cst-à-dire : 


(0 


ax 2 -{- bx ■ 




Telle est la forme canonique que l’on peut tou¬ 
jours donner au trinôme : le trinôme est égal au 
produit du coefficient a de son premier terme par la 
somme du carre d’une fonction linéaire de x , dans 
laquelle le coefficient de x est égal à 1 , et d’une cons¬ 
tante . Ce résultat joue un rôle essentiel dans l’étude 
de la représentation graphique du trinôme, comme 
nous le verrons bientôt. 

2 ° Cas où le discriminant est négatif. — Suppo¬ 
sons que l’on ait : 

b 2 — 4 ac < o, 

c’est-à-dire : 

4 ac — b 2 > o, 


il existe alors un nombre positif m vérifiant la rela¬ 
tion : 

9 Lac — b 2 
m 2 = ?~ — , 


et la relation (i) peut s’écrire : 


ax 2 -+-bx -4- c — a 



Le trinôme est alors égal au produit du coefficient 
a de son premier terme par la somme de deux carrés . 
Il est clair que, dans ce cas, le trinôme ne peut pas 
s’annuler , car un carré est toujours positif; la somme 
de deux nombres positifs ne peut être nulle que 
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s’ils sont nuis tous deux, e.t ici m 2 ne saurait être nul. 

3° Cas où le discriminant est nul. — Lorsque 
l’on a : 

b 2 — l\ac = o, 


la relation (i) devient : 

(3) a 2 x H— bx -f- c zzr cl ^ x -j— > 

ou, si l’on pose : 

b _ , 

la 

(3)' ax 2 bxc — a[x — x ') 2 . 

Le trinôme est égal au produit par a du carré 
d'un binôme du premier degré en x : x — x\ 

4° Cas où le discriminant est positif. — La for¬ 
mule (i) s’écrit alors : 

rf + t , + . = .[(, + i)‘_(Æ=5)] 

Nous avons entre crochets la différence de deux 
carrés; nous pouvons les décomposer en un pro¬ 
duit de deux facteurs par la formule : 

A 2 — B 2 == (A -f- B) (A —B) 

Nous obtenons ainsi : 


(4) 

( b 

— a\ x-\ - 

\ ‘la 


• bx ■ 


sjb* 


• (\ ac 


Ip 

la 


\Jb‘ i — !\ac 
la 


) 


Si l’on pose : 

x 1 — — b ~+~ s/b* — !\Clo 
la 
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cette formule devient : 

(/») 1 ax 2 4-k + c — — x ! ) (x — x")o 

Il n’est pas inutile de réunir dans un tableau les 
diverses formes canoniques que nous avons obte¬ 
nues. 


TABLEAU DES FORMES CANONIQUES DU TRINOME 

a* 2 bx -{-c. 

i° Forme gé¬ 
nérale. 

Cl •[(*+;«’ ‘VI- 

2 ° b~ — t\ac<^0 

« a[( æ + i.) + »**]• 

. 0 hac — ô 2 

en posant m i ^—-• 

3° & 2 — l[Ctc=. o 

(3) + 

(3)' a(x — x') 2 . - • 

/ & 

en posant . x =- 

A 2 a 

o 

A 

U 

J 

(4) „ (* + 4 + l/A*-4«\ / * V4--4 «c-Y 

v ' \ 1 2 a 1 2 a J \ 1 2 a aa J 

(4)' a (a; — a/) (a; — a;' 7 ) 

en posant . 

_ £ _L yjfrl — / lrt6 . 

a;' =-!— - 

2 a 
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On déduirait immédiatement des résultats de ce 
tableau, la résolution et la discussion de l’équation 
du second degré; mais il est inutile d’y revenir. 

106 . Signe du trinôme- — Il est souvent utile de 
connaître, sans être obligé de faire aucun calcul, 
le signe que prend le trinôme du second degré 
pour une valeur quelconque de x. On y parvient 
aisément par la considération des formes canoni¬ 
ques. Dans le cas oü le trinôme n’a pas de zéros, 
il se met sous la forme (a); quel que soit x, la quan¬ 
tité entre crochets est positive; le trinôme est donc 
du signe de a , c’est-à-dire du signe de son premier 
terme. Dans le cas du zéro double, on voit immé¬ 
diatement sur la forme (3)' que le trinôme est du 
signe de a, à moins qu’il ne soit nul, ce qui a lieu 
pour x = x ! . 

Supposons enfin qu’il y ait deux zéros distincts 
x ( et x" ; nous avons la forme canonique : 

(/,)' a{x — , r')(.r — 

Supposons, pour fixer les idées : 


On peut alors faire trois hypothèses relativement 
à x : x est inférieur à //, ou bien compris entre 
x et, x" y ou bien supérieur à x". 
i° Si l’on a : 

x < x', 


on a, a fortiori : 

x < x\ 

les facteurs x — x, x — x" sont négatifs tous deux, 
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leur produit est donc positif et le produit (4) r est du 
signe de a. 

2° Si l’on a : 

x r < x < x", 

le facteur x — x est positif et le facteur x — x u est 
négatif, le produit (4)' est alors de signe contraire 
à celui de a. 

3° Enfin si x est supérieur à x\ les facteurs 
x — x" et x — x sont tous deux positifs et le pro¬ 
duit (4)' est encore du signe de a. 

11 résulte de cette élude des divers cas possibles 
le théorème fondamental suivant. 

Thj îorème — Le trinôme du second degré est du 
meme signe que son premier terme, sauf dans un 
cas unique, à savoir lorsque , le trinôme ayant deux 
zéros distincts x et x", la valeur donnée à x est coin * 
prise entre x et x'. 

Inégalité du second degré. — Le théo¬ 
rème précédent permet de résoudre aisément l’iné¬ 
gal i U; du second degré, c’est-à-dire toute inégalité 
de la forme : 

ax 2 hx -f - c > o, 

fi tant donnée une telle inégalité, nous appelle¬ 
rons équation correspondante réquation : 

cix~ — f— bx —|- c — o, 

que l’on obtient en remplaçant le signe > parle 
signes. 

Nous distinguerons trois cas : 

i u L’équalion corrcspondanle n’a pas de racines. 
Dans ce (‘as, si a est positif, l’inégalité proposée 

Itonu.. -- Alf^brc, - n cycle. I « r > 
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est toujours vérifiée; si a est négatif, elle n’est 
jamais vérifiée ; 

2 ° L’équation correspondante a une racine double. 
La conclusion est la même que dans le cas précédent 
sauf que, pour la valeur de x égale à la racine, 
l’inégalité sc transforme en égalité; 

3° L’équation correspondante a deux racines dis¬ 
tinctes, que nous désignerons par x et x", en sup¬ 
posant x f < x r . 

Dans ce cas, si a est positif, il faut que l’on ait : 

ou bien ; x < x r 
ou bien : x > x" 

et si a est négatif, il faut que l’on ait : 

x 1 < x < x". 

On traiterait de même le cas de l’inégalité : 
ax 2 -f- bx + c < o, 

mais on peut la ramener à la précédente, car elle 
peut s’écrire : 

— ax 2 — bx — c > o. 

Remarque I. — Pour distinguer la plus grande 
des deux racines x et x” il faut avoir soin de tenir 
compte du signe de a. Si l’on désigne par y b ~— i\cic 
le nombre positif dont le carré est égal à b 2 — l\ac , 
on a : 

— b — \[b 2 — 4 ac — b -\-\jb' 1 — 4 ac 
'ia 2 a 


dans le cas où a est positif Au contraire, si a est 
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négatif, on a : 

— b -j-~ \Jb 2 — kac ^ — b — \jb ' 1 — l\ac 
na 2 a 

car, alors, en multipliant par a les deux membres 
de l’inégalité, on doit changer les signes. 

Remarque II — Dans le dernier cas traité, il 
est essentiel de remarquer que l’inégalité du second 
degré est remplacée, tantôt par une double inéga¬ 
lité avec alternative : 

ou bien x < x r 
ou bien x > x r \ 

tantôt par deux inégalités simultanées : 

x f < x < x" . 

On ne doit pas confondre ces deux cas. Par 
exemple si x = i et x" == a, dans le premier cas il 
faut que :v soit, ou bien inférieur à i, ou bien supé¬ 
rieur h a (il serait absurde de dire que x doit être 
à la fois inférieur à i et supérieur à 2), tandis que 
dans le second cas il faut que x soit compris entre 
1 et 2, c’est-à-dire à la fois supérieur à 1 et infé¬ 
rieur à 2. 

On peut résumer dans le tableau suivant la solu¬ 
tion de l’inégalité du second degré : 
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RÉSOLUTION DE L'INÉGALITÉ 
ax^ -f- bx -f- c > o. 


a > o 

o 

V 

« 

b 2 — l\ac <[ o 

Inégalité toujours véri¬ 
fiée. 

Inégalité jamais véri¬ 
fiée. 


Id. } sauf qu’elle se trans- 

Id., sauf qu’elle se trans- 

b- — kac = o 

forme en égalité pour 
— b 

forme en égalité pour 
b 



X — • 


2 a 

2 a 


Inégalité vérifiée si l’on 

Inégalité vérifiée si l’on 


a ou bien : 

a à la fois 


*<*' 
ou bien : 

x > x" 

x* < x < x n 

b 2 — kac >» o 

on pose : 

on pose : 

_— b — \Jb~ — kac 

— h + V ^ 2 — kac 





2 a 

2 a 


r /i _— ^ + V ^ 2 — kac 

__ — b — y] b* — kac 





2 a 

a a 


et Ion a : 

et Ton a : 


o?' < x". 

x' < x". 


108. Comparaison d’un nombre donné aux 
racines d’une équation du second degré- — On a 
souvent à résoudre un problème qui peut cire 
regardé comme inverse de celui que nous venons 
d’étudier; c’est le suivant : étant donnée une équa¬ 
tion du second degré : 

f id') — o.x~ —f- bx — j— c zm: o j 
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on connaît le signe de f(m), m étant un nombre 
donné ; que peut-on en conclure relativement à Inexis¬ 
tence des racines et à la grandeur relative de m et 
de ces racines dans le cas où elles existentP Le 
nombre f(m), défini par la relation : 

f(m) — am 2 -f- bm H- c 

est ce qu’on appelle le résultat de la substitution 
du nombre m dans le premier membre de Véquation 
proposée. Nous distinguerons deux cas suivant que 
ce résultat est de signe contraire au coefficient a 
du premier terme, ou est de môme signe. 

i° Supposons d’abord que a et f{nï) soient de 
signes contraires; nous pouvons exprimer ce fait en 
écrivant que leur produit est négatif; le cas que 
nous étudions est donc caractérisé par l’égalité : 

af{ni) < o. 

Il suffit de se reporter au tableau de la page pré¬ 
cédente (ou au théorème de la page 22 5 ) pour con¬ 
stater que ce cas ne peut se présenter que lorsque 
Véquation proposée a des racines et que m est com¬ 
pris entre ces racines; car dans tous les autres cas 
le trinôme premier membre prend le signe de son 
premier terme. On a donc le très important théo¬ 
rème suivant : 

Théorème. — Lorsque le résultat de la substitu¬ 
tion d'un certain nombre m dans le premier membre 
d'une équation du second degré est de signe contraire 
au coefficient du premier terme, on peut affirmer deux 
faits : 1 0 l'équation a des racines distinctes ; 2 ° le 
nombre m est compris entre ces racines. 
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2° Supposons maintenant que l’on ait : 

af{m) > o. 

Plusieurs hypothèses sont alors possibles : l’équa¬ 
tion proposée peut 11e pas avoir de racines, ou 
avoir une racine double différente de m, ou avoir 
deux racines x et x", m étant inférieur à la plus 
petite x r ou supérieur à la plus grande x". Lorsque 
l’on sc trouve dans ce dernier cas, voici comment 
011 distingue entre ces deux alternatives ; on remarque 
que l’on a : 

b 


et que tout nombre inférieur à x' est aussi inférieur 

à — . c’est-à-dire à-— tandis que tout nombre 

2 zci 1 


supérieur à x' est supérieur à — —. Donc, lorsque 

le résultat de la substitution de m a le signe de a , 
et que l’équation a des racines, il y a lieu, pour élu¬ 
cider la position de m par rapport à ces racines, de 


comparer m à la demi-somme de ces racines — —. 


Si 


77i est inférieur à la demi-somme, on peut affirmer 
que m est inférieur à la plus petite racine, et si m 
est supérieur à la demi-somme, on peut affirmer 
que m est supérieur à la plus grande racine. 

Nous pouvons résumer la discussion précédente 
dans le tableau suivant, où nous laissons de côté le 
cas où f\m) — o, car m est alors racine et l’étude 
de l’équation est aisée. 
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COMPARAISON D’UN NOMBRE m AUX RACINES 

DE L’ÉQUATION 

f(x) = clx 2 -f- bx -j- c = 0 

HYPOTHÈSES 

CONCLUSIONS 

af{m) < 0 

L’équation a des racines 
et m est compris entre 
ces racines : 

x’ < m <[ x". 

/ 32 — i± ac < 0 

1 b- — l\ac — 0 

af{m) > 0 < 

( m< -± 
l ^ 20 . 

\ 32 — i x ac 0 < 

( ^ b 

1 - 

Y 2 a 

L’équation n’a pas de ra¬ 
cines. 

L’équation a une racine 
double x ' et Ton a : 
m ^ x’. 

L’équation a deux racines 
x' et x" ; l'on a : 
m < as' < x". 

. . . 

L’équation a deux racines 
x' et x" et l’on a : 
x r < x" <^ m , 


109. Application à la discussion des équations 
du second degré. — Les résultats qui précèdent 
permettent de discutei' les équations du second 
degré, au moins dans des cas très étendus. Nous 
allons montrer sur des exemples quelle marche on 
doit suivre dans une telle discussion; c’est par 
l’étude de ces exemples et par la résolution des 
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exercices qui sont indiqués l\ la fin du chapitre, que 
l’élève arrivera à savoir conduire par lui-même une 
discussion du second degré, bien mieux qu’il ne 
pourrait le faire en apprenant de nombreuses 
règles verbales; nous avons réduit au strict néces¬ 
saire les résultats qu’il importe de retenir. Ces 
résultats résumés dans les tableaux ne doivent d’ail¬ 
leurs pas être appris par cœur, mais bien compris 
et fréquemment appliqués; l’élève arrivera ainsi à 
les posséder sans crainte d’erreur de mémoire. 

Observons, à ce sujet, que le tableau de la 
page 23 1 comprend, comme cas particulier, la dis¬ 
cussion faite page 218 sur le signe des racines de 
l’équation du second degré; il suffit en effet d’y 
supposer m = 0 pour obtenir les résultats sur les 
signes des racines; f(m) se réduit alors à c et le 
produit af\m ) a le signe de ac , qui est le même que 

le signe de Le tableau de la page 23 1 suffit donc 

complètement , dans le cas où a n’est pas nul, à la 
discussion de l’équation du second degré ; il importe 
de le bien posséder, mais il est inutile de se charger 
la mémoire d’autres résultats ; dans le cas où a est 
nul, on recourra au tableau de la page 218 II 
pourra être utile de se servir aussi du tableau de 
la page 228, mais il faut observer qu’il ne renferme 
rien qui ne soit dans celui de la page 23 1. 

Exemple I. — Discuter Vexistence et les signes 
des racines de Véquation : 

(A _j_ 3) _j_ >2 (2 A —f— 1) x -4- A “4— 5 zzz o. 

Le discriminant de cette équation est (en utilisant 
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la formule réduite) : 

D = (^+i) 2 — (X-j~3)(X-4-5) 

= U 2 -+- 4A-+-1 — X 2 — 8a — i5 
= 3X 2 — 4 X — 14 . 

Ce discriminant s’annule pour les valeurs : 

^,_ 2 — v/46 ^ //_ 2 H- v /46 

x ——5— À — 3 * 

Le produit des racines de l’équation proposée 
est : 

p_ ^ + 5 

— X + 3’ 

son signe est le même que celui du produit : 

(X -4- 3) (X -4- 5), 

trinôme dont les zéros sont —3 et — 5 ; quant à la 
somme elle est : 

o_ a(aX-f- i) 

XH- 3 ’ 

et son signe est le même que celui du trinôme : 

— ( 2 X -4- 1 ) (X -4- 3), 

dont les zéros sont —-et — 3 . 

Les valeurs remarquables de \ c’est-à-dire les 
valeurs de \ pour lesquelles D, P ou S changent 

de signe, sont)/, X", — 3 , — 5 , —Il est commode 

de ranger ces valeurs remarquables par ordre de 
grandeur; pour cela il faut comparer — 3 , — 5 et 
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— -h X' et X". Pour faire cette comparaison, on 
2 

pourrait calculer V et X" à un dixième près; il est, 
en général, plus simple d’utiliser les résultats du 
paragraphe 108. 

Posons : 

D = F(X) = 3 X 2 — 4X — 1 4 - 

On a : 

F (— 5) = 3 X H- 4 X 5 — 1 4 > o 
F(— 3) = 3X9 -+-4X3 — 1 4 > o 

F H)= 3 x i +/iX ^ i/i<o ' 

On remarque qu’il est inutile ici de calculer com¬ 
plètement F(— 5 ), etc , pour en connaître les signes. 

Comme le coefficient de X 2 dans D est positif, —~ 

est compris entre X' et X"; dès lors — 5 et —3 
sont certainement inférieurs à X' (ils ne peuvent 
pas être supérieurs à X", puisque X" est supérieur 

à —on aurait pu observer aussi que X" est 

positif; en tout cas il est ici inutile de comparer 

— 5 et —3 à la demi-somme, et il y a lieu de 
s’épargner tout travail inutile). Les valeurs remar¬ 
quables de X étant rangées par ordre de grandeur, 
nous pouvons former le tableau suivant 1 : 


i. Dans ce tableau, on aurait pu se dispenser d’indiquer les 
signes de P et S dans les intervalles où D est négatif; mais il y 
a avantage à écrire cliaque colonne verticale sans s’interrompre; 
on va ainsi bien plus vite et on se trompe moins. 




Pas de racines. 
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Dans une première colonne, nous avons rangé 
par ordre de grandeur les valeurs remarquables 
de X; dans les trois colonnes suivantes, nous avons 
indiqué les signes (ou les valeurs particulières 
o et co ) de D, P, S pour ces valeurs remarquables 
et dans les intervalles qui les séparent; enfin, dans 
la dernière colonne nous avons indiqué les conclu¬ 
sions auxquelles conduisent les résultats des trois 
colonnes D, P, S. 

Exemple II. — Combien Véquation 

5 cos 2 x — 19 cos x H- 1 3 = o 

fournit-elle de valeurs acceptables pour cos x ? 

Pour qu’une valeur trouvée pour cos.r soit accep¬ 
table, il est nécessaire qu’elle soit comprise entre 
1 et 1. Si nous posons : 

cos x = y 

f(y) = fy* — 19^ h- l3 = °» 

il s’agit de savoir combien le trinôme f(y) a de 
zéros compris entre — 1 et 1. Or on a : 

f{— 1) = 5 -h 194- i 3 > o 
fi 1 ) = 5 —19+13 <0, 

f( 1) étant négatif, alors que le coefficient de y~ dans 
f(y) est positif, on peut affirmer que f(y) admet 
deux racines distinctes y et y" et que l’on a : 

y' < 1 < 

d’autre part f {— 1) étant positif, on en conclut que 
— 1 est inférieur à y car — 1 ne peut pas être 
supérieur a y\ puisque y" est plus grand que 1. O11 
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a donc : 


et la solution 


— i < y' < i < / 

cos xz=zy ! 


est la seule solution acceptable pour cos :i\ L’équa¬ 
tion proposée fournit donc une solution acceptable 
pour cos oc. On a d’ailleurs : 

nt , _19 — \/ 36 i — ‘2(3 o_19 — y/ioi 

y 10 10 


Exemple III. — Discuter Véquation : 

(XH-4) sin 2 ^ — 2 (X-h 3 ) sin j? + Xh- i =0. 
Posons : 

f(y) = (X -H 4 )y~ — 2(X+3)i/ + X+i. 

Nous aurons : 

D —(X-f-3) 2 —(X-f-4) (X+i) = X + 5 
(X-+- 4) f (— 0 = (X-+- 4) (4X-+- 11 ) 

(x-h- 4) AO — — ■+" / 0 * 

Les valeurs remarquables de X, rangées par ordre 
de grandeur, sont donc : 

-5, -/i, -- 1 , 

et l’on peut former le tableau suivant : 
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Dans l’intervalle — 5 , — 4 > on aurait pu se 
demander si les racines y' et y”> au lieu d’être toutes 
deux supérieures à i, n’étaient pas toutes deux com¬ 
prises entre — i et i ou toutes deux inférieures 
à —i. Pour lever ce doute, la méthode régulière 
consiste à comparer — i et —(— i à la demi-somme 


X + 3 
X + 4 ; 


on a : 


À+3 

X-4-4 


> 




car X —J— 4 étant ici négatif, ceci revient à : 




ce qui est évident. Un procédé exigeant moins de 
calcul consisterait à s’appuyer sur des considéra¬ 
tions de continuité , que nous ne pouvons déve¬ 
lopper ici. 

En résumé, on voit que le sinus devant être 
compris entre —i et -f- i, l’équation proposée ne 
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fournit aucune valeur acceptable pour sin x lorsque 
\ est inférieur à —et en fournit une seule lorsque 

\ est supérieur à —. 


IV. VARIATIONS DU TRINOME DU SECOND DEGRÉ; 
REPRÉSENTATION GRAPHIQUE. 


iio. — De même que nous avons fait suivre 
l’étude de l’équation du premier degré à une 
inconnue, de l’étude des variations de la fonction 
linéaire ax -f- b y il est naturel d’étudier les varia¬ 
tions du trinôme cuxr + bx -f- c; nous allons faire 
cette étude, en commençant par le cas particulier 
où les coefficients b et c sont nuis 

Nous allons donc étudier la fonction ax-, en com¬ 
mençant même par supposer que le coefficient a 
est égal à i. 

in. Variations de y—x~; représentation gra¬ 
phique — Nous nous proposons d’étudier les varia¬ 
tions de la fonction y définie par l’équation : 

(') y = x\ 


Supposons d’abord x négatif et très grand; en 
valeur absolue y est alors très’'grand et positif; par 
exemple, si x — — i ooo, y — i ooo ooo. Lorsque x 
croît en restant négatif, c’est-à-dire prend des 
valeurs négatives dont la valeur absolue est plus 
petite, y décroît, par exemple pour x — —10, 
y = ioo; pour x = — 2, y = 4, pour x — —1, 


y — 


1 

pour x = -, 

1 10 


1 

100* 
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On voit que y se rapproche de zéro en même 
temps que x; pour x — o, on a y = o; ensuite, 
x continuant à croître pour prendre des valeurs 
positives de plus en plus grandes, y prend aussi 
des valeurs positives de plus en plus grandes. En 
résumé, on peut former le tableau suivant : 


X | 

! -cO 


0 

—j— co 

y 

-j- co 

positif, décroît 

0 

positif, croit oo 


La fonction y est dé¬ 
croissante dans Vinter- 
9aile (—oo , o) et crois¬ 
sante dans Vintervalle 
(o, -f-co ). 

Pour effectuer la re¬ 
présentation graphique 
des variations dey, tra¬ 
çons deux axes rectan¬ 
gulaires Ox, Oy (fig. 34 ) 
et choisissons une unité 
de longueur OB Nous avons construit les points 
À, B, G, D, À', B", G', D' dont les abscisses sont : 

i 3 i 3 

Les ordonnées correspondantes doivent être : 

AM = r BN = i, CP = ?, DQ=/ t 
A'M' = i B'N'=i, CT' = 2 , D'Q'= 4 - 

4 4 

En réunissant par un trait continu les points Q', l y , 
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N', M', O', M, N, P, Q, on obtient une courbe telle que 
nous l’avons figurée; cette courbe devrait être pro¬ 
longée au delà des points Q et Q', niais les dimen¬ 
sions forcément limitées de la figure ne nous per¬ 
mettent d’en représenter qu’une portion. 

On remarque immédiatement que les ordonnées 
CP, CT' qui correspondent à deux abscisses oppo¬ 
sées, OC, OC' sont égales; la droite PP' est donc 
parallèle à Ox; cette droite PP' est donc perpendi¬ 
culaire à O y et de plus le point I où elle rencontre 
O// est le milieu de PP', puisque O est le milieu de 
CC'. On peut donc, 
connaissant P, obte¬ 
nir P' en abaissant 
de P la perpendicu¬ 
laire PI sur O y et 
prolongeant cette 
perpen diculaire 
d’une longueur IP' 

— PI. On exprime 
ce fait en disant que 
P' est le symétrique 
de P par rapport à 
Qij. 

Comme ce raison¬ 
nement s’applique à 
OMNPQ, on dira que la branche OM'N'P'Q' est 
symétrique de OMNPQ par rapport à Qy. La courbe 
est donc formée de deux branches symétriques 
l’une de l’autre par rapport à O y : on dit alors que 
celte courbe admet O y comme axe de symétrie , 

Nous allons étudier d’un peu plus près l’allure de 
la courbe; soit M un point de la courbe (lîg. 35 ); 

— Algèbre, 2 1 ' cycle. l6 



tout point P de la branche 
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joignons-le au point 0 . Quelle sera la pente de OM? 
Si l’abscisse de M est x> son ordonnée est x 2 ; la 
pente de OM, égale au quotient de l’ordonnée de 
M par son abscisse donc est égale à x. On voit 
que cette pente est très voisine de zéro lorsque x 
est très petit; donc lorsque M se rapproche de 0 , 
OM tend à se confondre avec Ox; de même lorsque 
x devient très grand, la pente devient très grande 
et la droite, telle que OR, se rapproche de plus en 
plus de 0 y. Ces remarques permettent de se rendre 
compte que l’allure générale de la courbe est bien 
celle que l’on a indiquée. 

lia. Variations de y =— x 2 et de ij — ax 2 , — 
Considérons maintenant la 
fonction : 

Traçons deux axes O.r, 
0 y> choisissons une unité 
de longueur OB, et traçons 
la courbe y — x 2 que nous 
figurerons en pointillé (fig. 

36 ). 

Soit A un point quel¬ 
conque. de Ox; à ce point 
À correspond le point M 
dont l’ordonnée AM —OA 2 . 

Fig. 3G. Quel est le point de la 

courbe y = x 2 qui corres¬ 
pond a la même abscisse? C’est un point M' dont 
l’ordonnée AM' est négative et a pour valeur abso¬ 
lue OA 2 ; donc M' est symétrique de M par rapport 
à Ox; à une même valeur quelconque de x corres- 
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pondent dans les courbes y = x 2 et y — — x 2 des 
ordonnées opposées . On obtiendra donc la seconde 
courbe en construisant la symétrique de la pre¬ 
mière par rapport à 0~r. 

On peut faire le tableau suivant des variations de 
la fonction y = — x 2 : 


X 

- 00 


0 


11 j— CO 

y 

— oo 

négatif, croit 

0 

négatif, décroît 

— co 


Considérons maintenant la fonction définie par 
l’équation : 

y = ax 2 , 

dans laquelle a désigne une constante positive. 

Il est facile de voir que la courbe qui représente 
les variations de y est tout à fait semblable de forme 
a celle que nous avons étudiée y = x 2 . On peut 
môme aller plus loin et montrer que ces deux équa¬ 
tions seront représentées par la même courbe, si 
l’on choisit convenablement les unités de longueur. 
Proposons-nous, en effet, de construire la courbe 
représentée par l’équation : 

y =10 X 2 , 

l’unitc de longueur étant le centimètre; on remar¬ 
quera que l’on peut écrire cette équation : 

loy — (io.r) 2 . 

2 > 

Si nous faisons x =—nous obtenons io.r = 2; 
10 


ioy: 


io* 


d’où : 
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2 , 

Donc au point d’abscisse — de centimètre, 

c’est-à-dire 2 mm , correspond une ordonnée égale à 

A de centimètre, c’est-à-dire à 4" lm - On verrait de 
10 

même qu’aux abscisses —, ~, ~ correspondent des 

ordonnées égales à —, A A. En sorte que, si l’on 
0 io io io 1 ? 

construisait la courbe correspondant à l’équation : 
y 

en prenant le millimètre comme unité de longueur, 
on obtiendrait la même courbe que si l’on partait 
de l’équation : 

y= iox 2 , 


et que l’on prenne le centimètre pour unité de lon¬ 
gueur. 

O 

Les courbes que nous avons obtenues et qui ne 
diffèrent que par Vèchelle à laquelle elles sont tra¬ 
cées, ont reçu le nom de paraboles 

11 3 . Variations de trinômes à coefficients numé¬ 
riques. — I. Soit le trinôme : 

(i) y =— 2x 2 H- 3 . 


Si nous construisons la parabole représentée par 
l’équation : 

(*) y = —. a.* 2 , 


nous voyons que la courbe (1) diffère de la courbe 
(2) en ce que, pour chaque valeur de .r, l’ordonnée 
y est augmentée de 3 . Sur la figure où l’unité 
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de longueur est OÀ, nous avons tracé en pointillé 
la courbe (2); c’est la courbe SRQOMNP ; la courbe 
(i) s’en déduit en augmentant de la mèmè longueur 
3 les ordonnées de tous ses points; on obtient 
ainsi la courbe S'R'P'O'M'N'Q', les segments SS', 
RR', PP', 00 ', MM', NN', QQ' étant tous égaux a 3 , 
parallèles et de 
même sens; la 
courbe tracée en 
trait plein qui est 
la courbe deman¬ 
dée se déduit de 
la courbe auxiliaire 
en pointillé par une 
translation paral¬ 
lèle à 0 y. 

On peut suivre 
une marche un peu 
différente ; prenons 
00 '— 3 , et traçons 
O r x parallèle à 0 x. 

Si nous prenons 
les axes x'O r y au 
lieu des axes xOy, * s 

on voit que les al> ' „ ‘ 

scisses des divers 

points ne changent pas, mais que les ordonnées 
sont diminuées de 3 (il faut remarquer que l’on a 
changé l’axe des abscisses; il en résulte un chan¬ 
gement d’origine pour les ordonnées , car l’origine 
des ordonnées est le point d’intersection de l’axe 
des abscisses avec celui des ordonnées). Pour avoir 
la courbe cherchée, il suffît donc de construire la 
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courbe : 

y~ — *•**, 

par rapport aux axes x'O'tj. 

Par exemple, si Ton a : 

<yB'=2 

B'N' = — 4 , 

il en résulte : 

0B = 2 

BN / = BB / -bB'N' = 3 — 4 =— 1. 

IL — Considérons maintenant l’équation : 

y={(* — ï Y- 

Nous obtiendrons une courbe qui se déduira de 
la courbe représentée par l’équation : 



par une translation parallèle à 0.r; pour des ab¬ 
scisses différant de 1 , on obtient dans ces deux 
courbes la même ordonnée; on peut aussi changer 
l’axe des ordonnées en prenant pour origine le 
point O' de Ox dont l’abscisse est égale a 1 et pour 
axe des ordonnées la perpendiculaire O'y a Ox. 

Sur la figure 38, on a marqué en pointillé la 
courbe TSROMPQ : 


l’unité de longueur étant où' — O'À = AB ; la courbe 
cherchée est la courbe T'S'R'O'M'P'Q' qui s’en 
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déduit par translation : 

TT' = SS' = RR' = 00' = MM' = PP' = QQ'=i. 
En effet, pour x ~ 2 , par exemple, on a 



x — 1 = 1 ; on obtient ainsi le point M'de la courbe 
cherchée, dont l’ordonnée AM / = i est égale a 
l’ordonnée OM qui correspond à l’abscisse 00 / = 1 
de la courbe en pointillé y = ~ or. 

III. — Considérons enfin le trinôme : 

y = •'^ ,2 ■+■ 3. 

Nous pouvons écrire ce trinôme sous la forme 
canonique : 


y = (x -{- a) 2 — 1 
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et sons cette forme, on voit que la courbe se déduit 
de la courbe : 

y=x*, 

par une double translation, parallèlement à 0.r et 
à O y. 

Soit en effet (fig. 39) O' le point d’abscisse — 2 
et d’ordonnée — 1 et M un point de la courbe cher¬ 



chée, d’abscisse x = OA et d’ordonnée ?/ = AM. On 
a, sur la figure : 

O'À' = O'C + CA'-O'C + OA^^ + î 
A'M = A , A + AM=C 04 -AM = */4-i. 

La relation : 
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donne donc : 

Al = OT 2 , 

c’est-à-dire que la courbe lien du point M est bien 
définie par l’équation : 


y = æ\ 

par rapport aux axes OV, O'y'. 

Les relations que nous avons écrites sont d’ail¬ 
leurs des relations entre segments et sont vraies en 
général, comme nous l’avons vu à propos des chan¬ 
gements d’origine. 

En résumé, l’étude des trinômes à coefficients 
numériques conduit aux mêmes courbes que l’étude 
de l’équation y — ax 2 ; la position de ces courbes 
par rapport aux axes est seule changée et, dans 
chaque cas particulier, l’étude attentive de la figure 
fait connaître la position des droites OV et O 'y. 
Le point O' est le sommet de la parabole; la droite 
O'y qui, nous le savons, est un axe de symétrie, est 
dite Yaxe de la parabole , la droite OV s’appelle la 
tangente au sommet (cette dernière dénomination 
sera pleinement justifiée plus loin, p. s56). 

n 4- Variations d’un trinôme quelconque. — 
Pour étudier les variations du trinôme 


(0 


y = ax 2 -f- bx H- c 


et leur représentation graphique, le plus simple 
est d’utiliser la forme canonique générale : 


oo 


y— a 


b \ 2 U 1 — f t ac 

X H-)-;—5 


On voit dès lors immédiatement, par des raison- 
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nements analogues aux précédents, que si l’on 
désigne par O' le point dont les coordonnées sont : 

b b 2 — 4 ac 

2a 1 4 a ~ ’ 


par OV, O f y' les parallèles à O.r, O y menées par O', 
par x f et y r les cordonnées d’un point par rapport 
à ces axes, la courbe représentative du trinôme 
ne différera pas de la parabole : 

y ' = a.v f \ 


admettant O'y' comme axe et O'x' comme tangente 
au sommet. Mais nous n’insisterons pas sur cette 
méthode, préférant développer ici l’étude directe 
des variations du trinôme (1) en utilisant la forme 
canonique (2). 

Pour étudier les variations de y d’après la for¬ 
mule (2) nous remarquerons que x 11e figure dans 

le second membre que par l’expression ^ , 

. . r b 

expression toujours positive, saut pour x = 


2 a 


valeur qui l’annule. Si a est positif, le produit 
b \ 2 


ayx -f- —J est donc toujours positif ou nul; il est 


négatif ou nul lorsque a est négatif. Il en résulte 
que, lorsque a est positif, y prend la plus petite 
valeur possible ou, comme on dit, atteint un minimum 

absolu , lorsque x est égal h —au contraire si 


a est négatif, y atteint un maximum absolu pour 
x — -c’est-à-dire prend, pour cette valeur 





croît ; 


















252 


ALGÈBRE 


de x, une valeur plus grande que pour toute autre 
valeur de x. 

L’expression x -J- ~ croît avec x; lorsqu’elle est 

/ b y 

positive, ( x -|- — ) varie dans le même sens, c’est- 

à-dire croît avec x; lorsque x -f- ^ est négatif, 
sa valeur absolue décroît lorsque sa valeur relative 
croît; doncf^r-j-j décroît lorsque x croît, si 


x -f- — est négatif. 

Enfin, suivant que a est positif ou négatif, le 
/ b 

produit a(x-\ - ) varie dans le même sens que 


x h -, ou en sens contraire. 

2a J 

L’étude de la variation du trinôme a été résumée 


dans le tableau de la page s5i. 

Quant au signe du trinôme, il a été discuté 
au n° ro6; on pourrait retrouver ici les résultats de 
cette discussion, suivant le signe du minimum ou 
du maximum; par exemple si a est positif, et si 
4 ac — P est aussi positif, le minimum absolu est 


positif, y ne peut donc pas devenir égal à zéro; si 
au contraire l\ac — P est négatif, y décroît de + 00 
jusqu’à ce minimum négatif et par suite s’annule 
dans l’intervalle; de même y s’annule en croissant 


de ce minimum négatif jusqu’à -f- oo . 

Les principaux cas qui peuvent se présenter peu¬ 
vent être représentés sur les figures ci-contre 4o à 45 
sur lesquelles l’abscisse OÀ est égale à — ^ valeur 





a>0; kac — Z- 3 > 0 

c _ p 

—>0; minimum positif, pas 
de racines. 



Fig. l\ 3. 

a > 0 4«c — Z- 0 < 0 

_Z,» 

0 ; minimum négatif, 2 ra¬ 
cines OM' et OM". 


«> 0 4«c — b- = 0 
minimum nul, racine double. 



a 0 4«c — Z» a 2> 0 
kac — Z» 2 ^ A 

—^— < 0 ; maximum négatif, pas 
de racines. 




«<0; 4«r —Z»*<0 

ir _ {p 

— -■> 0 ; maximum positif, 2 ra- 

4 a ^ 

cinés OM' et OM 1 '. 


Fig. hlu 

(t < 0 ; 4«r —Z.« = 0 

maximum nul, racine double. 
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de x qui fournit le minimum et l’ordonnée AS à 
^~ C ^a ~ ~ ? va ^ eur c ^ e V P our x = — S est le 
sommet de la parabole. 

Remarque I. — La valeur de (x + nc c ^P en( ï 


que de la valeur absolue de x + —■ ; si l’on pose 
successivement : 


2 a 
b 






cette expression reprend la même valeur, et par 
suite y reprend aussi la même valeur; on a donc la 
même ordonnée pour les valeurs suivantes de l’ab¬ 
scisse : 

b 

X — - h t 

‘la 

b 


c’est-à-dire pour des valeurs situées de part et 
d’autre du point A (x = —,M,de telle manière que 


ce point À soit leur milieu. On retrouve ainsi la 
symétrie déjà démontrée par rapport à la parallèle 
à Oy passant par le sommet. 

Remarque II. — Les zéros du trinôme sont pré¬ 
cisément les abscisses des points d’intersection de 
la parabole avec Ox. Lorsque la parabole est tan¬ 
gente à 0,2*, il y a un zéro double : les deux points 
d’intersection se sont confondus. 

ii5: Cas de là courbe x^=z y 2 . Identité avec la 
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définition géométrique de la parabole. — lit 
clair que l’on pourrait, au lieu d’écrire : 

y zrz ax 2 -f- bx + c } 

écrire : 

x = ay % H- by -+- c, 

c’est-à-dire échanger les lettres x et y; c’est une 
simple différence de notation. Nous nous bornerons 
au cas de la courbe : 

(0 x=y\ 

qui est analogue à la courbe : 

yz=x 2 , 

sauf que maintenant c’est Ox qui est l’axe de 
symétrie et O y la tangente au sommet. Soit (fig. 46) 



OA l’unité de longueur, M un poinl de la courbe (i), 
PM son ordonnée et OP son abscisse. L’unité de 
longueur étant OÀ, on a : 

OP PM 

‘ r — OA y C’A’ 
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et par suite la relation (i) donne : 

po^TCp 

OA ÜïC“’ 

c’est-à-dire : _ 

OA. OP = PM 2 . 

Or, on sait que cette relation est une consé 
quence de la définition géométrique de la parab 
(lien des points dont la distance à un point fixe 
foyer est égale à leur distance à une droite fix 
dite directrice) si l’on désigne par OA le double di 
paramètre, c’est-à-dire le double de la distance di 
foyer à la directrice. Il y a donc identité entre le* 
courbes que nous avons appelées paraboles et lei 
courbes auxquelles on donne ce nom en géométrie : 
les dénominations d’ axe> sommet , tangente ci il 
sommet sont ainsi pleinement justifiées. 

EXERCICES SUR LE CHAPITRE YI 

127. — Résoudre les équations : 

2 a; 2 — 3a; — 5 =o 
2 X“ — 5a;— 9 =o 
3a; 2 — x — Va = o 
a 2 — 5a; + 3 =o 
3a; 2 — 8a; -j- 7 = o 

128. — Résoudre les équations : 

i , i _ 

x — S'a: — 2 1 

i , i _ 

x — S ' x — k 2 
2X 3 2X —|— 4 

x -p 4 5x — 3 

3.C - 2 207- 4 ! 

- — ---J- 2 . 

.a- -j- i 1 


x 


0 T5 
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129. — Former une équation du second degré admettant 
pour racines 5 et — 7 . 

130. — Former une équation du second degré admettant 
pour racines 1000 et 0 , 001 . 

131. — Former une équation du second degré admettant 
pour racines \fS et \J7i. 

132. — Quels sont les signes des racines de l’équation : 

(a + 3)a? 2 -J- ( 2 a + 3)o? + a + 5 = 0 , 

lorsque a prend toutes les valeurs possibles? 

On commencera par rechercher pour quelles valeurs de a 
ces racines existent. 

133. — Même question pour l’équation : 

[a 4 - 5 ) 4? 2 + (aa — 3 ) 4 ? + a — 10 == 0 . 

134. — Même question pour l’équation : 

(a — a) 4? 2 + 2 {a, — 2)4? + Sa -f- 4 = 0. 

135. — Discuter l’existence et les signes des racines de 
l'équation : 

( 2 a + 3)4? 2 + {a + i)x + 4 = o, 

lorsque a varie de — co à + co . 

136. — Résoudre et discuter l’équation : 

x -(2 cos a + 3) + 24?(cos a — 1 ) + 3 cos a = 0 , 

dans laquelle a désigne un angle donné. 

137. — Discuter l’équation : 

(a — 5) cos 2 x + ( 2 a + 3) cos x + 3a = o, 

dans laquelle a est une constante donnée, positive ou néga¬ 
tive, et x un angle inconnu. 

138. — Résoudre l’inégalité : 

3 cos 2 4 ; — 12 cos 4 ? + 5 > o, 

en supposant l’angle x compris entre o° et 36o° (ou entre 
os et 4 ooK dans la division centésimale du quadrant). 

139. — Résoudre, dans la même hypothèse, l’inégalité : 

5 sin 2 4?+3 sin x — 1 < 0. 

Borei.. — Algèbre, 2° cycle. 


*7 






>8 


ALGÈBRE 


140. — Résoudre et discuter l’inégalité : 

(i 4 - a )# 2 — 3}..r — i ]> o. 

141. — Construire la parabole: 

v — ^ 3.2 
y — 5 x » 


en prenant pour unité de longueur le centimètre. 

142. — Construire la même courbe en prenant pour unité 
de longueur : i° le décimètre; 2 0 le millimètre. 

143. — Construire la parabole : 

y = 4 o 000 .e 2 

en prenant pour unité de longueur : i° le mètre; 2 0 le déca¬ 
mètre. 

144. — Construire la parabole 

y = — o,ooo 3 .r 2 

en prenant pour unité de longueur le dixième de millimètre. 

145. — Construire la parabole : 


et la droite 


y = z2, 


y — 3 a; 4 ~ h, 


en prenant pour unité de longueur le centimètre. Mesurer 
les abscisses de leurs points communs et vérifier qu’elles 
sont égales aux racines de l’équation : 


x - = 3.e 4' 4- 


146. —Même question pour la parabole ; 


et la droite 



y = 2X 4 ~ 10. 


On prendra pour unité le millimètre. 
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en prenant pour unité le centimètre; mesurer les 
des points d’intersection de cette courbe avec Ox. 

148. — Étudier les variations du trinôme : 

3 9 i 

Courbe représentative, en prenant le centimètre p< 
imité. 

149. — Construire la courbe : 

Æ=2î/2 — 5 7/ + i, 

en prenant pour unité le centimètre. 

150. — Construire les courbes suivantes : 

x = 5o 000 ?/- 3oo^ — 3 
y = 0 , 0001 a ; 2 o,oix — i, 

en prenant pour chacune d’elles une unité de longueui 
commode, que l’élève devra choisir. 


CHAPITRE YII 

PROBLÈMES DU SECOND DEGRÉ 

1 16. Définition. — On appelle problèmes du 
second degré les problèmes dont la résolution peut sc 
ramener à la résolution d’équations du second degré 
a une inconnue et d’équations du premier degré à 
une ou plusieurs inconnues. Nous ne considérerons 
ici que les problèmes pour lesquels il suffira de 
résoudre une seule équation du second degré h une 
inconnue et, le plus souvent même, il n’y aura pas 
de système auxiliaire du premier degré. 

A propos de cette définition, on pourrait répéter 
les remarques que nous avons faites sur la définition 
des problèmes du premier degré. 

ii 7. Mise en équation. Discussion. — Au sujet 
de la mise en équation, nous 11’avons rien à ajouter 
a ce que nous avons dit pour les problèmes du pre¬ 
mier degré ; mais quelques remarques nouvelles 
doivent être faites pour la discussion. 

Trois circonstances, en effet, se présentent pour 
le second degré qui ne se présentaient jamais pour 
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le premier : i° il peut ne pas y avoir de racines; 
a 0 il y a fréquemment deux racines; Tune peut con¬ 
venir au problème et non pas l’autre; il peut arri¬ 
ver que ces deux racines donnent deux solutions 
différentes du problème et il peut arriver aussi que 
ces racines, quoique differentes, conduisent à la 
même solution du problème (voir, plus loin, Pro¬ 
blèmes) ; 3 ° enfin, il peut y avoir une racine double; 
nous verrons (Problème IV) quelle grande impor¬ 
tance peut avoir cette circonstance dans la discus¬ 
sion. 

Dans la discussion des problèmes du premier 
degré, il pouvait arriver que la solution disparaisse 
en devenant infinie ; c’est, ce qui se produit lorsque, 
dans l’équation 

ax -\- b — o, 

le coefficient a devient nul. De môme, si dans l’équa¬ 
tion du second degré 

aar -f- lu: c = o, 

le coefficient^/ devient nul sans que Mc soit, réqua¬ 
tion s'abaisse au premier degré et n’adinel plus que 

la racine la racine qui a disparu est devenue 

infinie. De môme si les deux coefficients a cl b sont 
nuis, sans que r le soit, l’équation n’est vérifiée 
pour aucune valeur finie de .c; elle a deux racines 
infinies (ou une racine double infinie, comme l’on 
veut). Knfin si a, //, e sont nuis tous les trois, l’équa¬ 
tion est vérifiée, quel que soit .v; elle est indéter¬ 
minée. 

i iS. Exemples simples de problèmes du second 
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degré. — Problème I. — Un rectangle a des côtés 
égaux respectivement, à 4 m et à 7 m . De combien 
doit-on augmenter l'un des côtés pour que , en dimi¬ 
nuant en même temps Vautre côté de la même lon¬ 
gueur, la surface devienne 24 mètres carrés? 

Si l’on désigne par x la longueur cherchée, 
exprimée en mètres, les côtés deviendront respecti¬ 
vement 4 -f x et 7 — x; si x est positif, on aura 
augmenté le côté égal primitivement à 4 et diminué 
l’autre; si x est négatif, ce sera le contraire, mais 
en tout cas les conditions de l’énoncé sont satis¬ 
faites. La surface d’un rectangle exprimée en mètres 
carrés est égale au produit des côtés exprimés en 
mètres; on doit donc avoir : 

(4 4- + (7"“ a? ) = a 4 î 

c’est-à-dire : 

— 3a? — 4 = 0 , 

d’où l’on tire : 



On a les deux racines : 



2 


La première donne pour côtés 4 + 4 et 7 — 4 ? 
c’est-à-dire 8 et 3 ; la seconde donne 4 — 1 et 7 + 1, 
c’est-à-dire 3 et 8. On a donc deux solutions du 
problème proposé, mais ces solutions conduisent à 
deux rectangles égaux, dont les côtés sont simple- 
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ment permutés. Cela tient à ce que le problème 
proposé revient à ceci : puisque l’on diminue l’un 
des cotés et qu’on augmente l’autre de la même 
longueur, leur somme reste constante cl égale à 
i i ; il s’agit donc de trouver un rectangle connais¬ 
sant la surface et la moitié du périmètre; nous 
allons résoudre ce problème et voir qu’il y a un 
seul rectangle répondant h la question. 

Problème II. — Quels sont les cotés d'un rec ¬ 
tangle dont la surface est 30 métrés carrés et le 
métré 22 mètres P 

Désignons par x' et x " ces côtés, exp 
mètres ; le périmètre est ix r -f- zx” et 1 
on a donc : 

jd + jc"=:ll 
x r x" = 3 <>. 

Il s’agit donc de trouver deux nombres x' et x 
connaissant leur somme et leur produit. Pour cela, 
irons remarquerons que nous connaissons les coef¬ 
ficients de l’équation du second degré qui admet 
pour racines x’ et x”; cette équation est : 

x 1 — (x 1 -4~ x") x H- x’x" = o, 


c’est-à-dire : 

x 2, — i ix -{- ']() = o. 

Nous pouvons la résoudre ; ce qui donne : 



les deux racines sont 5 et G; on peut donc prendre, 
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oli bien : 

x'' = G 

ou bien : 

x' =z g 
j?" = 5. 


On a deux solutions, mais à ces deux solutions 
correspondent deux rectangles égaux; leurs côtés 
seuls sont intervertis. 

Problème III. — Trouver deux nombres dont la 
différence soit 3 et le produit 40. 

Nous allons ramener le problème au précédent; 
dans ce but, nous remarquerons que la différence 
de deux nombres esl égale à la somme du premier 
et d’un nombre opposé au second; nous sommes 
ainsi conduits à désigner le premier nombre par x 
et le second par — x"; leur diflerence est alors 
x -j- x f et leur produit est — x'x; on a ainsi les 
deux équations : 

x —J— x — 3 

xx" =- 40 . 

Donc x et x sont les racines de l’équation : 
x 2 — 3.r — 4 o = o 5 

d’où l’on lire : 


3 


u 




3 


2 


i3 

2 * 


Les deux racines sontS el — 5; on peut prendre : 
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donc les deux nombres x f et — x sont 8 et 5. On 
peut prendre aussi : 



donc les deux nombres x et — x" sont —5 et — 8. 
On a ainsi deux solutions à la question posée. 

Problème IV. — Construire un rectangle , sachant 
que la somme de sa base et cle sa hauteur est 2m et 
(jue sa surface est équivalente à celle d'un carré de 
côté d. Les longueurs m et d sont supposées mesurées 
avec la même unité 

Désignons par x et x' les côtés du rectangle, 
mesurés avec Puni té choisie; on aura : 

œ' ~f- x" == 2171 
x ! x' ; = d 2 , 

de sorte que x et x' sont les racines de l’équation : 
x 2 — 2 mx -f- d 2 = o, 

d’où l’on tire : 

x = ni ± \jm 2 — cC 2 . 

Discussion. — Pour que la formule soit accep¬ 
table, il est nécessaire que l’on ait nr — d 2 =t o, 
c’est-à-dire /m^td' 2 . Comme les nombreset d sont 
positifs, celte condition équivaut à m^td, car le carré 
d’un nombre positif est d’autant plus grand que ce 
nombre lui-même est plus grand Le problème pro¬ 
posé n’est donc possible que si la somme 2 /n de la 
base et de la hauteur du rectangle cherché est supé¬ 
rieure à la somme zd. de deux côtés du carre; en 
d’autres termes, si le périmètre l\m du rectangle 
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cherché est supérieur au périmètre 4d du carré donné 

Nous pouvons exprimer celle condition sous la 
forme suivante : pour qu'il soit possible de construire 
un rectangle de périmètre donné équivalent à un 
carré donné , il faut et il suffit que le périmètre donné 
soit supérieur au périmètre du carré . 

Dans le cas où le périmètre donné pour le rec¬ 
tangle est égal au périmètre du carré, on trouve 
x = x = d, c’est-à-dire qu’une solution est fournie 
par le carré lui-même, ce que l’on pouvait prévoir, 
et que c’est la seule . L’équation du second degré a 
une racine double; on peut dire qu’à cette racine 
correspond une solution double; en effet, lorsque m 
est supérieur à d, nous pouvons dire qu’il y a deux 
rectangles répondant à la question ; l’iin de base x et 
de hauteurs", l’autre de base x’ et de hauteurs'(ces 
deux rectangles sont d’ailleurs égaux), lorsque x 
devient égal à x\ chacun de ces rectangles devient 
un carré, qui apparaît ainsi comme solution double. 

Cette solution double a une propriété très impor¬ 
tante, qui appartient très fréquemment aux solu¬ 
tions doubles : elle fait connaître le rectangle dont 
le périmètre est le plus petit parmi tous les rec¬ 
tangles de meme surface. Il résulte en effet de la 
discussion précédente que, la surface d 2 étant 
donnée, le périmètre 4 m ne peut pas être inférieur 
à 4d; car si m<Cd, il n’y a pas de solution au pro¬ 
blème posé, la plus petite valeur de km est donc 
t\d; c’est le périmètre du carré. 

On peut se placer à un autre point de vue, en 
regardant m comme fixe et d comme variable; alors 
d doit être inférieur ou au plus égal à m; sa plus 
grande valeur est m; parmi tous les rectangles de 
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I 


! 


môme périmètre 4 m , celui dont la surface est la 
plus grande est le carré de colé ni. 

Ainsi, si l’on dispose d’une clôture en fil de fer 
d’une certaine longueur et que l’on veuille s’en 
servir pour borner un terrain rectangulaire aussi 
grand que possible , on devra donner à ce terrain 
la forme d’un carré. 

119 . Cas où les propriétés du trinôme inter¬ 
viennent dans la discussion Problème V. — Un 
triangle et un carré ont leurs bases sur une même 
droite D ; mener à cette droite une parallèle IV de 
manière que la somme des surfaces des parties du 
triangle et du carré non situées entre D et D' soit 

O 

équivalente à la surface du triangle. 

Soit ABC le triangle et MNPQ le carré donné 


A 



(fig. 47 ), AIÏ la hauteur du triangle, P', (V, B', C', IF 
les points d’intersection de D' avec MP, NQ, AB, 
Ad, AIÏ. Nous pouvons regarder comme données 1 
les quantités suivantes : 

m:—«; AU = // ; P()z=MP=z/;. 

I. Il est clair que si l’on donnait d’aul res éléments du Irlande, 
il y aurait lieu, au préalable, do déterminer a c;L y au moyen de 
scs données. 


I 
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Prenons pour inconnue x la distance des deux 
parallèles I) et D' : 

PP , = QQ / = HH / =.r. 

La surface du triangle ABC est ^ cüi; le rapport 

des surfaces des triangles semblables AB'C' et ABC 
est égal au rapport des carrés de leurs hauteurs, 

/ h 

c’est-à-dire à -—; quant à la surface du rectangle 

MNP'Q' elle est évidemment b [b — x) ; l’équation du 
problème est donc : 

2 lr K ' 2 

ou, en chassant les dénominateurs (il suffit de mul¬ 
tiplier par 2/1) : 

a[h — x ) 2 H- 2hb(b — x ) = ah 2 
( 1J ax 2 — 2/1 (a -h b)x -4- 2h b 2 =3 o. 

Telle est l’équation du problème. 

Pour que celle équation admette des racines il 
faut que son discriminant soit positif; écrivons 
cette condition : 

D — /r (<2 -1- bY — 2 ahb' 1 >• o. 

Ordonnons D par rapport à b ; il vient : 

D l)\fr — 2 ah) -}- 2 irab -4- crlr > o 

Comme h est positif, nous pouvons diviser par h 7 
ce qui donne : 

b\h — 2 a) -4- 2 ahb -j- a-h > o. 
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Pour résoudre cette inégalité du second degrc 
en £, il est utile de calculer le discriminant D' de 
son premier membre, on a : 

D' nr a 2 // 2 — a 2 /z(/* — 2 a) = 2 a 2, h 

Ce discriminant est positif, puisque a et h sont 
positifs ; donc l’équation : 

D = o 

admet deux racines distinctes V et b ", si l’on a : 
h — 2 a < o, 

ces racines sont toutes deux négatives ; donc il 
suffit que b soit positif, ce que nous supposons, 
pour que le trinôme en b soit du signe de son pre¬ 
mier terme, c’est-à-dire soit positif. Si l’on a : 

h — 2 a > 0 , 

Tune des racines b' est négative et l’autre b" est 
positive; d’ailleurs, dans ce cas, D, pour être positif, 
doit être de signe contraire à son premier terme, 
et l’on doit avoir : 

V <b< b” 

ou, puisque b est positif : 

o <h<V. 

En résumé, si l’on a : 

// > 2 aj 

l’équation (1) a des racines, quel que soit b; si l’on a : 

h < 2a, 
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l’équation (r) n’a de racines que si l’on a : 

b < b\ 


c’est-à-dire 


b < 


ah H- a sjiah 


Remarque. — L’on aurait pu, au lieu de résoudre 
par rapport à b, l’inégalité D > o, la résoudre par 
rapport à h, ce qui pouvait paraître plus simple, 
car après division par h >» o, elle est du premier 
degré en h et donne : 


b> 


o.alfî 

(ce -4- b J 2 ’ 


mais, si l’on voulait étudier le problème par rap¬ 
port ci b , il faudrait étudier cette fraction dont les 
deux termes sont du second degré en b, ce que 
nous n’avons pas appris à faire. 

Discussion. — Nous avons établi les conditions 
d’existence des racines pour l’équation (i); il faut 
maintenant rechercher si 1rs racines, quand elles 
existent, satisfont bien au problème, géométrique 
posé. En mettant le problème en équation, nous 
avons implicitement supposé (fig f\ 7) que :v était 
positif, inférieur à b et inférieur à//; nous laisserons 
de coté, pour ne pas allonger indéfiniment, la ques¬ 
tion d’étudier à quels problèmes, très voisins du 
problème posé, conviennent les valeurs de ,r non 
comprises entre ces limites ; nous allons simplement 
rechercher combien lY*quation (Yi a de racines supé¬ 
rieures à o et inférieures à la fois à b et à b. Dans 
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ce but désignons par f(x) le premier membre de (i ; , 
on a : 

f( o) = 2/2 b* 

f[b) = ab 2 — %h[a b)b zhb 2 = ab[b — 2/2) 

f(Ji) = ah~ — ih(a -f- b)h -f- 2 Jib 2 = //(2& 2 — ibh — ah). 

Supposons d’abord b < h; il faut alors que ^rsoit 
compris entre 0 et b; or f( 0) est positif et f(b) 
négatif; il y a donc une racine et une seule qui 
convient 

Soit maintenant b^>h; il faut alors que x soit 
compris entre o et A; ou on a : 

f(h) = hF(b), 

en posant : 

F(&) = 2 b 1 — 2 bh —- ah , 

pour que f(h) soit > 0 il faut et il suffit que F (b) 
soit positif; or on a : 

F (A) = — ah < o. 

Donc F (b) admet une racine b" supérieure à h; 
on a : _ 

h -f- Jlr -f- •xah 

b =- - -. 

2 

Si l’on a : 

h < b < A", 

la valeur de f[h) est négative; donc il y a une racine 
x et une seule comprise entre o et h, et qui con¬ 
vient. Supposons enfin : 

b > V', 
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c’est-à-dire : 


b> 


h -f~ \j h 2 -f~ 9m/i 


Dans ce cas, f{ o) et /"(A) sont tous deux positifs, 
de sorte que nous ne sommes pas assurés qu’il y 
des racines; nous devrons donc supposer que les 
conditions précédemment trouvées pour que 13 
soit positif sont remplies Lorqu’elles le sont, nous 
pouvons affirmer que les racines sont toutes deux 
inférieures à o, ou toutes deux comprises entre <> 
et A, ou toutes deux supérieures à A. On distin¬ 
guera ces trois cas en comparant o et A à la demi- 


somme qui est 


h[a -f- b) 


or, a et b étant positifs 


ainsi que A, cette demi-somme est visiblement supé¬ 
rieure à h, de sorte qu’il n’y a pas de racines qui 
conviennent. 

En résumé, pour que le problème géométrique 
posé admette une solution, il faut et il suffit quo 
l’on ait : 


b< 


h -4- \JJr -f- mfi 


et cette solution est d’ailleurs unique. 

On peut vérifier ce résultat par un raisonnement, 
géométrique simple; l’énoncé exprime (fig. 4^) que 
les aires MNP'Q' et BCC'B' sont équivalentes ; or, 
lorsque x croît à partir de zéro, la première de ces 
aires décroît à partir de Ir et la seconde croît à 
partir de zéro; ces deux aires ne pcuvcnl donc 
devenir égales que pour une position au plus de I)'; 
il existera toujours une telle position, à moins quo 
lorsque la droite D' passe par le sommet A du 
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ir.... • - 


triangle (ce qui est la position extrême qu’elle peut 
occuper), l’aire MNQ'P' ne soit encore supérieure à 
BC B'C' (qui se réduit à ABC pour cette position 



particulière deD r ). Or cette condition s’exp] 
l’égalité : 

b{b-~h) > lah, 

qui, résolue par rapport a l, donne, en tenant 
compte du fait que a et h sont positifs : 

^ h \Jh~ —{— 

2 

Lorsque l’on a : 

/ h\j!ï l ‘icih 

b ~ â > 

la solution est fournie par la droite (D 7 ) qui passe 
par le point A (on a /r = //). 

120 . Exemple de discussion d’un problème 
trigonométrique . Problème VI. — Soit ABC un 
triangle rectangle et D la projection du .sommet A 

Bokiîl. — Algèbre, 2° cycle. l8 
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de l’angle droit sut' l’hypoténuse BC. Calculer Vangle 
C sachant que Von ci> entre les longueurs positives 
CÀ, CD, CB, la relation : 

CD H- rcCA H -pCB = o, 

/Z, p étant des nombres donnés , positifs ou négatifs. 
Si l’on remarque que l’on a : 

CA —CB cos C 
CD = CA cos C = CB cos 2 C, 

l’équation du problème est : 

(1) cos 2 C H- n cos C -{-p = o, 

ou, en posant : 

( 2 ) cos C == x 

(3) X* -+- nx -h p = o. 

Pour qu’une racine cle (3) convienne au problème, 
il faut qu’elle soit comprise entre o et 1 (car l’angle 
C étant aigu, cos C est positif). 

Pour que l’équation (3) ait des racines, il faut 
que l’on ait : 

72 2 - 4/3 > O. 

Si l’on pose : 

f[x) “.r 2 -h nx -h p, 

on a : 

f{ 1) = 1 +n+p. 

La elemi-somme des racines est d’ailleurs — 
elle est négative, comprise entre o et 1 , ou supé- 
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rieure à i, suivant que n est positif, compris entre 
o et — 2, ou inférieur à — 2. Ceci posé, nous allons 
chercher successivement les conditions nécessaires 
et suffisantes pour que le problème posé admette 
2, 1 ou o solutions. 

i° Pour qu’il y ait 2 solutions, il faut que l’on ait 
à la fois : 

Î n 2 — 4 p > 0 
f{ o) —P > o 
/(i) = i + n-+-/)>o 
— 2 < n < o. 

En effet l’équation ( 3 ) admet alors 2 racines dis- 
tinctes^ qui sont toutes deux inférieures à o, ou 
toutes deux supérieures à 1, ou toutes deux com¬ 
prises entre o et 1, et c’est ce dernier cas qui se 
présente, puisque la demi-somme est comprise 
entre o et 1. 

Si l’on résout les inégalités précédentes par 
rapport à ;z, 011 remarque que la première donne : 

ou bien : n < — i\Jp 

ou bien : ra > 

et que la première alternative est seule compatible 
avec l’inégalitc n < 0. On doit donc avoir : 

i\fp 

p — 1 

2. 

l’inégalité n < o étant inutile à écrire. Il faut 
rechercher pour quelles valeurs de p ces inéga- 


p > o 
n < — 
n> — 
n > — 
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lités sont compatibles, incompatibles ou surabon¬ 
dantes. 

Si p est supérieur à i, — p —i est inférieur 
à — 2 y et il suffit de conserver l’inégalité n > — 2 
qui entraîne n^> — p —1; c’est l’inverse si p esjt 
inférieur à 1. Mais, si p est supérieur à ï, —2 sjp 
est inférieur à — 2 et n ne peut pas être à la fois 
~ --\ir à — 2 \]p et supérieur à — 2. O11 doit donc 
*,r : 

$ °<P < 1 

( — p— 1 < n < — 2 \fp. 

ca dernières inégalités sont compatibles, car 
a : __ 

—p — 1 < — 

Cette inégalité revient en effet à : 

p- 2 sjp- 4-1 >0, 

c’est-à-dire : 

( s /p — i) 2 > o. 

Les conditions ( 4 ) sont les conditions nécessaires 
et suffisantes pour que le problème admette 2 solu¬ 
tions : 

2 0 Pour qu’il y ait une solution, il est nécessaire 
et suffisant que /[0) et f(i) soient de signes con¬ 
traires, c’est-à-dire que l’on ait : 

p(ï +71 +/>) > O. 

Cette inégalité exige : 



PROBLÈMES DU SECOND DEGRE 


277 


ou bien : ( p < o 

(6) ( I -4-TZ-hjD < o. 

Tels sont les cas où il y a une solution, dans les 
autres cas il n’y en a pas. 

La discussion peut, d’après ce qui précède, être 
résumée dans le tableau suivant : 


P< 0 

i 

o solution. 

n < — p — i 

i solution. 

0 <P < I 

n < - p _ j 

o solution. 

~ P — i <n <—2 \Jp 

2 solutions. 

! 

ii 

A 

> 

i solution. 

1 o 


o solution. 

ny—p— i 

i solution. 


Nous laissons à l’élève le soin d’examiner les cas 
limites où certaines de ces inégalités se trans¬ 
forment en égalités. 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE VII 


151. — Un champ a la forme d’un carré; on demande quel 
est le côté de ce carré, sachant que si l’on ajoute 2 m à l’un 
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des côtés et que l’on retranche io m à l’autre côté, on obtient 
un rectangle dont la superficie est 88 ares. 

152. — On donne un triangle rectangle dont les deux côtés 
de l’angle droit ont respectivement pour longueurs 5 m et i 2 m ; 
déterminer sur l’hypoténuse uu point dont la distance au 
sommet de l’angle droit soit égale à 6 m . On prendra pour 
inconnue x la distance du point cherché au sommet du triangle 
opposé au côté égal à 5 m . 

153. — Trouver les côtés d’un triangle rectangle sachant 
que l’hypoténuse est égale à i5 m et la surface à 3o mètres 
carrés. 

154. — Quelle valeur faut-il donner à t pour que le sys¬ 
tème : 

(3 + t) X + hy ~ 5 — U 
2 % -f- (5 -f- t) y = 8 

soit impossible ou indéterminé? 

155. — Étant donnée la longueur d’un côté d’un triangle, 
de la hauteur correspondante, et le rayon du cercle inscrit, 
calculer les longueurs des deux autres côtés. Discuter. 

156. — On donne le cercle circonscrit à un triangle, un 
côté et la somme des deux autres; calculer ces deux autres 
côtés. Discuter. 

157. — Étant donnée une droite et deux points F et F' 
non situés sur cette droite, trouver sur la droite un point M 
tel que l’on ait : 

MF + MF' = aa, 

a étant une longueur donnée. Discuter. 

On désignera par P et P' les projections de F et F' sur la 
droite donnée; on posera : 

FP = d, F'P ' = d r , PP' = 27?i ; PM = *. 

158. — Étant donné un. triangle ABC, le diviser en deux 
parties par une parallèle au côté BC de manière que le rap¬ 
port des aires de ces deux parties soit égal à un nombre 
donné m. Discuter. 

159. — On donne une circonférence de rayon R et deux 
diamètres rectangulaires AB et CD ; par le point A on mène 
une sécante faisant avec AB un angle cp; cette sécante ren- 
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contre CD en un point P et la circonférence en i x 
(distinct de A); déterminer l’angle 9 de manière que F 
une longueur donnée a. Discuter. 

160. — On donne une circonférence du centre O, ur 
A de cette circonférence et une droite D. Mener par 
droite telle qu’en désignant par P son point d’inters 
avec (D) et par Q son second point d’intersection avec 
conférence, on ait : 

AP = m AQ 

m étant un nombre donné ; on désignera par C le point d’in 
tersection de AO avec la droite D ; par a l’angle de AO avec 
D, par R la longueur AO, par a la longueur AC et par x 
l’angle (inconnu) de APQ avec AO. 



CHAPITRE VIII 


ÉTUDE ET REPRÉSENTATION GRAPHIQUE 
DES VARIATIONS 

DE LA FONCTION HOMOGRAPHIQUE 


I. CAS PARTICULIERS 

12 1 . Définitions. — On donne le nom de fonc¬ 
tion homographique à la fonction y définie par la 
relation : 

_ cix-\-b 

y — 

dans laquelle a, b , a 9 b' sont des constantes don¬ 
nées. La fonction homographique comprend comme 
cas particulier la fonction linéaire a laquelle elle se 
réduit lorsque l’on suppose a! — o. Nous suppose¬ 
rons donc a!- £o, puisque la fonction linéaire a été 
étudiée et qu’il n’y a pas lieu d’y revenir. 

Nous allons étudier d’abord le cas particulier 
où l’on a : 

az=zb r z=z o. 
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La relation (i) devient alors : 

b 


et, en posant : 

b 

prend la forme plus simple : 

c 

C’est cette relation que nous allons étudier, en 
supposant même tout d’abord, pour simplifier, c — i. 

122. Étude de la courbe y — — Nous nous 

proposons donc d’étudier et de représenter graphi¬ 
quement les variations de la fonction y définie par 
la relation : 


Nous remarquerons que y a toujours le même 
signe que x; de plus, la valeur absolue dey est d’au¬ 
tant plus grande que la valeur absolue de x est 
plus petite, et inversement. 

Ayant fait choix d’une unité de longueur, nous 
avons représenté (fig. 49) les abscisses suivantes : 

OC' = —-4 OB / = —2 OA'= — 1 OD'=~- OE'=— -! 

2 4 

OC =4 OB = 2 OA = t OD=~ OE=*. 

•2 4 

Les ordonnées correspondantes ont pour valeurs : 
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C'P'=— 7 B'N'=— - A'M'=— i D'Q'== — 2 E'R'=—4 

4 2 

CP— i BN ==- 'AM=i DQ =2 ER =4- 

4 2 

En réunissant par un trait continu les points P', N', 
M', Q', R' d’une part, et les points P, N, M, Q, R 



Fig. 49- 


d’autre part, on a les deux arcs de courbe dessines 
sur la figure. Comme ces deux arcs sont définis par 
la meme relation, on dit qu’ils constituent une courbe 
qui a reçu le nom à'hyperbole. 

Cette courbe a, comme la parabole, des branches 
infinies; c’est-à-dire des branches que l’on peut 
prolonger aussi loin que l’on veut, sans autre limite 
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que les dimensions du papier on du tableau sur 
lesquels on les figure. 

Par exemple, si l’on donne à x des valeurs posi¬ 
tives de plus en plus grandes^ le point C s’éloignera 
indéfiniment vers la droite et l’ordonnée CP 
deviendra de plus en plus petite; il en résulte que 
la branche infinie ainsi obtenue se rapproche indé¬ 
finiment de l’axe Ox; on dit qu’elle admet 0 .r comme 
asymptote . 

Définition. — On dit qu’une branche infinie de 
courbe est asymptote à une droite lorsque la dis¬ 
tance d’un point de cette branche à la droite se rap¬ 
proche indéfiniment .de zéro quand le point s’éloigne 
indéfiniment sur la branche. 

On verrait de même que la branche N'P' pro¬ 
longée vers la gauche est aussi asymptote h Ox; et 
que les branches QR et Q'R' sont asymptotes à Oy* 
On peut aussi déduire ces propriétés des remarques 
que nous allons faire relativement a la symétrie de 
l’hyperbole. 

123 . Centre et axes de symétrie. — Figurons 
(fig. 5 o) les points N, Q, N', Q' de l’hyperbole dont les 
coordonnées sont indiquées dans le tableau suivant : 


N x=zOB = SN =2 
Q x = OD =TQ = * 

N' ar = OB , = S'N' = —-2 
Q' x = OD' = T'Q' = — ^ 


2/ = BN =0S 
J 2 

y = DQ z= 0 Tz =2 

y=z B'N'=OS' = —- 11 

J 2 

y==D'Q'=OT':=-- 2 . 


On voit que l’on a OD = OS; OB = OT; les 
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quadrilatères ODIS, OBJT sont donc des carrés; 
ainsi que les quadrilatères QDTS', OB 7 J 7 T 7 ; il en 
résulte que les points I, J, I', J' sont situés sur la 
bissectrice de l’angle .rO y ; cette bissectrice coïncide 



Fig. 5o. 


donc avec la diagonale des carres N 1 QJ et NTQT 
de telle sorte qu’elle est perpendiculaire sur le 
milieu de NQ et de N'Q'. La droite JOJ 7 est donc 
un axe de symétrie de l’hyperbole; les points N et N 7 
sont symétriques de Q et de (V par rapport à JOJ 7 . 

Le point 0 est centre de l’hyperbole; c’est-à-dire 
qu’à tout point N correspond un point N 7 symé¬ 
trique par rapport à O; c’est ce qui résulte de la 
figure. 
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Enfin, l’existence d’un axe de symétrie et d’un 
centre situé sur cet axe entraîne l’existence d’un 
second axe FOF' perpendiculaire au premier et pas¬ 
sant par le centre; c’est la bissectrice extérieure de 
l’angle xOy. En effet, le quadrilatère NQQ'N' dont 
les côtés NQ et N'Q' sont égaux et parallèles et dont 
les diagonales sont égales est un rectangle; donc 
FOF' est perpendiculaire sur le milieu de NO' et 
de N'Q 

Nous avons ainsi démontré l’existence d’un 
et de deux axes de symétrie rectangulaires 

t c 

124. Etude de la courbe y — —. — C 

J x 

d’abord le cas où c = — i, c’est-à-dire ( 
relation : 

^_ i 

La discussion est tout à fait analogue à celle qui 
vient d’être faite ; la seule différence est que y sera 
toujours de signe contraire à celui de x, de sorte 
que la courbe, au lieu de se trouver dans l’angle 
xOy et son opposé par le sommet, sera dans les 
deux autres angles formés par les axes (fig. 5 i); 
à l’abscisse positive OÀ correspond une ordonnée 
négative ÀP; et à l’abscisse négative OB' une 
ordonnée positive B'Q'; il n’y a rien à changer h 
ce que nous avons dit relativement aux asymptotes, 
au centre et aux axes de symétrie. 

Supposons maintenant que nous ayons la courbe 
représentée par l’équation : • 



c étant positif; nous pourrons poser c = a 2 , a étant 
positif et égal à sjc; nous aurons donc : 

a 2 

ce que Ton peut écrire : 9 

y__L 

a x ' 
a 


Cette courbe sera la même que la courbe 
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si on les construit avec des unités de longueur dont 
le rapport est égal à a. Si, par exemple, ^=10, la 
courbe 

1 1 


construite en prenant pour unité le millimètre coïn¬ 
cidera avec la courbe : 


construite en prenant pour unité le centimètre. En 
effet, pour ^ = 5 m,n , c’est-à-dire ^ — o cm , 5 , on a 
dans le premier cas y = ao mm , et dans le second 
= ce qui est la même chose. 

Si l’on avait à construire la courbe 

c 

y=j 

dans laquelle c serait négatif, on poserait c =—rr, 
en désignant par a un nombre positif égal à yj — c 
(car —c est positif) et on aurait : 

y = — 1 

a x ’ 
a 

c’csl-à-dirc une courbe égale à la courbe 


— 1 



avec un changement convenable de Vanité de lon¬ 


gueur. 
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IL CAS GÉNÉRAL 

125 . Remarques préliminaires* — La fonction 
homographique est définie par la relation : 

ax H- b 

(>) y ~ Æ+F 

Si l’on chasse les dénominateurs et que l’on 
fasse passer tous les termes dans le premier membre, 
cette relation prend la forme : 

( 2 ) a ' xx J -^rb'y — ax — b — o, 

c’est la relation homographique générale à deux 
variables x et y; on appelle ainsi une relation du 
premier degré par rapport à chacune des variables 
x et y considérées séparément (mais non du premier 
degré par rapport à l’ensemble; ceci n’a lieu que 
si a r est nul). 

Inversement, toute relation homographique 'a 
deux variables a la forme : 

A xy —(— Rr H— Cî/ - 4 ~ D —• o, 

et on peut la résoudre, soit par rapport à y; soit 
par rapport à x, ce qui donne : 

Rr-f- D 

y ~ A*- 4 -C 

C 2 / + D 

A 1 /- 4 - B‘ 

On voit que x est une fonction homographique 
de y et y une fonction homographique de x . A 
toute valeur de x correspond une valeur de y et 
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une seule, et inversement à toute valeur de y cor¬ 
respond une valeur de x et une seule. 

En particulier la relation homographique (2), que 
nous avons déduite de (1), donne : 


(*) 


r — — Vy + b 

a'y — a 7 


relation utile pour l’étude de (1). 

Si dans la relation (1) nous donnons a x deux 
valeurs différentes x 1 et x 2 et si nous désignons 
par et les valeurs correspondantes de y, nous 
obtenons les relations : 


-4- b 
a!x x H- b' 

a.r 2 H- b 
a'.r ü -h b' 

qui donnent, par soustraction : 

_ b ax A H- b 

^ 1 ci'x 2 H- b f a , x i b' 

(a.r a -f- b) [a'x 1 —|— b ; ) — [ax^ H— b) [ci'x^ -4- b ! ) 

{a l ,r ü + //) (a , x i -+- b') 7 

ou, après une réduction facile : 

. __ {nb'—bn){.r s> ~~-.x\) 

I/O y. — Vi — ^ -f- b’) [a , x i -f- b’) ' 

On voit que le signe de y / 2 — y l dépend des signes 
de — x i , de a'.r 2 -f- //, de «'.r, -f- ^ et de al/ — bat\ 
nous reviendrons bientôt sur les conséquences de 
celte formule importante. Pour l’instant, nous 

BonEi.. — Algèbre, 2 e cycle. IQ 


Vi = 
y 2 = 





290 ALGÈBRE 

remarquerons que si l’on a : 

( 5 ) ab' — ba f =. o, 

il en résulte : 


y* — y i = °> 

à moins que x x ou x a n’aient clés valeurs particu¬ 
lières telles que le dénominateur de la formule ( 4 ) 
ne soit nul en même temps que le numérateur. 
Lorsque la relation ( 5 ) est vérifiée on dit que l’on 
se trouve dans un cas singulier ou que la relation 
homographique donnée est singulière. Nous allons 
écarter provisoirement ce cas, dont nous dirons 
quelques mots à la fin du chapitre. 

Il ne faut pas confondre les expressions cas singulier et 
cas particulier ; on y attache des sens très différents. Tout 
cas déterminé est, en un sens, particulier; c’est-à-dire que 
si l’on donne à a, b, a', b' des valeurs numériques telles que 
12 , 1 5, —3, 7 , on a un cas particulier de la fonction homo¬ 
graphique; mais, comme nous le verrons, dans ces divers 
cas particuliers, comme dans les cas particuliers que nous 
avons étudiés, les propriétés de la fonction et de la courbe 
qui la représente sont, au fond, les mêmes, et l’étude appro¬ 
fondie d’un de ces cas particuliers est à peu près aussi ins¬ 
tructive que celle du cas général. La courbe représentative 
est toujours une hyperbole. 

Au contraire, on donne le nom de cas singuliers aux cas 
où, par suite d’une relation spéciale entre a , b, a! , b' les 
propriétés de la fonction sont profondément modifiées et la 
représentation géométrique n’en est plus fournie par une 
hyperbole. D’ailleurs, parmi l’ensemble des cas singuliers 
définis par la relation (5), on peut distinguer autant de cas 
particuliers qu’il est possible de donner à a, b, a', b r , de 
valeurs numériques particulières vérifiant cette relation. 


126. Étude des variations de la fonction homo- 
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graphique. — La fonction homographique : 

_ ax - 4 - b 

y a!x -j- b n 

est égale au quotient de deux, fonctions linéaires; 
dans l’étude des variations d’une telle fonction, 
quotient de deux fonctions simples, on doit tout 
d’abord porter son attention sur la ou les valeurs 
de la variable pour lesquelles le dénominateur est 
égal à zéro , ou, plus brièvement, sur les zéros du 
dénominateur. En effet, pour ces valeurs la fonc¬ 
tion devient généralement infinie, ce qui est évi¬ 
demment l’une des circonstances les plus remar¬ 
quables dans l’étude de ses variations. 

Ici, le dénominateur de y est nul si l’on a : 

c’est-à-dire : 

Nous poserons : 


c’est-à-dire que nous désignerons par x la valeur 
de x pour laquelle le dénominateur de y s’annule. 
On remarquera que cette valeur existe toujours 
puisqu’on a suppose a ^Lo. De plus, elle n’annule 
pas le numérateur; pour qu’il en fût ainsi, il fau¬ 
drait que l’on ait : 

ax! 4 - b = o, 

c’est-à-dire : 


a x 4-6 =o, 

__ b^_ 

a r 





292 


ALGÈBRE 


ou enfin : 

ab l — ba r — o, 

c’est-à-dire que la fonction fût singulière , cas que 
nous avons écarté. Donc pour x = x\ le dénomina¬ 
teur de y devient égal à zéro et le numérateur ne 
devient pas égal à zéro ; donc y devient infini. Pour 
cette raison, nous dirons que x' est un infini ou un 
pôle de y. 

Définition. — On appelle infinis ou pôles d’une 
fraction rationnelle , les valeurs de la variable qui, 
annulant le dénominateur de cette fraction sans 
annuler le numérateur, la rendent infinie. 

Théorème. — La fonction homographique non 
singulière admet toujours un pôle et un seule- 

, —V 

ment : —7-. 
a 

Ceci posé, reprenons la formule déjà obtenue : 

u\ v - («y—frQfa— 

w y 2 y,— + y) ( a '* t + ô')• 

Supposons d’abord que l’on ait : 

X 2 > X \ > X '‘ 

Dans ce cas a'x 2 - (- //et ax i + // sont tous deux 
du signe de a ', c’est-à-dire tous deux du meme 
signe; leur produit est positif; x 2 — x { est aussi 
positif par hypothèse; donc y Cf — y v a le signe 
de aU — ha . 

Si Ton avait : 

X i < X i < •*', 

• . . 1 

on arriverait à la meme conclusion; car a f x l -\-b 
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et a\ -f- V étant tous deux de signe opposé au signe 
de a! auraient encore tous deux le même signe et 
leur produit serait encore positif. On arrive donc 
au résultat suivant. 

Théorème. — Lorsque Von suppose que x varie , 
soit en restant constamment supérieur au pôle x , 
soit en lui restant constamment inférieur , la fonction 
homographique est toujours croissante ou toujours 
décroissante suivant que aU — ba! est positif ou 
négatif 

Pour pouvoir étudier complètement la variation 
de y il reste à examiner ce qui se passe lorsque x 
devient infini; or on a : 

b 

y a —!— 

aæ -+- b x 

y — , , b' 

«H— 


Lorsque x devient de plus en plus grand, — et 

u 

— deviennent très petits en valeur absolue (voir 


p. i 55 ) et y diffère très peu de On dira briève¬ 
ment que, pour x = ±co , y est égal à—,; cela 

signifie que y différé d’autant moins de —, que la 

valeur absolue de x est plus grande. 

Nous possédons maintenant les éléments néces¬ 
saires pour étudier la variation de y ; nous pourrons 
former le tableau suivant, en distinguant deux cas 
suivant que ab' — ba est positif ou négatif. 
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TABLEAU DES VARIATIONS DE LA FONCTION 
HOMOGRAPHIQUE 

__ a.r 4" b 

J a'x -j- b' 

on suppose essentiellement 

a! o ab’ — ba' o 

, b' 

et I on pose x' = — —, 

co 

— oo , croît , œ' , croît , -|- oo 

ab' — ba' > o 

y 

—, , croît , oo , croit , —, 
a' 1 1 7 a' 

ab 1 — ba < o 

y 

% , décroît 3 oo , décroît . —, 

a 7 a' 


Pour la valeur x', y est infini; dans le cas où 
ab' — ba est positif, y est croissant ; donc lorsque x 
prend des valeurs inférieures a x', y devient infini 
par valeurs positives ; de plus, y étant encore 
croissant lorsque x dépasse x\ il est nécessaire 
que y ait alors des valeurs négatives très grandes 
en valeur absolue, pour s’éloigner de l’infini en 
croissant* On exprime ce fait en disant que y passe 
de -f- co à—oo lorsque x traverse en croissant la 
valeur x. Au contraire si ah' — ba! est négatif, 
y passe de —ce à -|- oo lorsque x traverse en crois¬ 
sant la valeur x\ Ceci sera rendu plus clair par la 
représentation géométrique. 
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127 . Représentation géométrique. — II csl en 
effet 1 res aise de représenter géométriquement la 
variation de //, en distinguant deux cas suivant que 
al) — ha' est positif ou négatif (lig. 5 a et 53). Figu¬ 



rons sur O.r le point A dont l’abseisso. en .r', sur ()// le 

point B dont l’ordonnée est —,(on aura de petites 

différences de ligure suivant que ces ([nantités 
seront positives ou négatives \ nous ne pouvons 
représenter ici tous les cas; l’élève les trouvera 
aux Exercices) ; menons P'AP parallèle à ()// et 
M'BM parallèle à O.r; ees droites se coupent en un 
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point C. Lorsque x est très grand en valeur absolue 
et négatif, la valeur de y est très voisine de—,;la 
courbe s’appi^oche donc indéfiniment de la droite 



Fig. 53. 


M'B ; elle est asymptote a cette droite ; d’ailleurs, 
suivant le signe de aU—bd nous savons que y 
croît ou décroît constamment; de la résulte que si 
al/—b ci est positif, la courbe est au-dessus de 
l’asymptote ; c’est le contraire si al/—bd est 
négatif. Lorsque x croît, depuis —oo jusqu’à x, 
y continue à varier toujours dans le meme sens; 
pour x = y devient infini, c’est-à-dire s’approche 
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indéfiniment de l’asymptote P'AP. On discute de 
la même manière pour les valeurs de x comprises 
entre x' et + oo . 

128. — Nous allons appliquer les résultats précé¬ 
dents à des exemples numériques. Dans ces appli¬ 
cations, il est utile, pour éviter des erreurs, de 
déterminer le signe de y pour chaque valeur de x, 
en déterminant les signes du numérateur et du déno¬ 
minateur. Cela n’est pas indispensable, les considé¬ 
rations qui précèdent étant suffisantes et ayant pour 
conséquence cette détermination ; mais, en arrivant 
au même résultat par plusieurs voies, on se prémuni 
contre la possibilité d’erreurs de calculs ou de ra‘ 
sonnements. 

I. Soit a étudier la fonction : 


y = 


Q.X - 3 

4-r — 1 * 


3 

Le numérateur s’annule pour x — -; il est positif 

3 . 3 

pour A’>-et négatif pour quant au déno¬ 

minateur, il s’annule pour x = ~; il est positif pour 
>>^et négatif pour Pour x — co, la valeur 

de y est enfin a b' — ha ——a -(- 1 1 = 1 2 >> o. 

On peut ainsi former le tableau suivant : 
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X 

— oo croît 

ï 

Z 

croît 

3 

2 

croît 

— j— co 

nx — 3 

— co — 

— 

— 

O 

+ 

—J— GO 

f\X - I 

— co — 

0 

+ 

+ 

+ 

--j-~ CO 

y 

1 + 
croît 

dz oo 

croît 

0 

+ 

croît 

1 

2 


Ce tableau contient visiblement des indications 
surabondantes, ce qui constitue une vérification; 

par exemple, y parlant de la valeur ~ et allant en 

croissant, doit nécessairement être positif, comme 
le tableau l’indique, etc. La représentation graphique 



est aisée d’après ce tableau; nous n’y insistons 
pas (fig. 54 ). On a pris OA comme unité de longueur. 
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et la représentation graphique s’en déduit aisément 
(fîg. 55). On a pris OA comme unité de longueur. 

129. Emploi du changement d’origine. — On 
peut arriver à la construction de la courbe : 

, , ax H- b 

(0 y ~ a'x-v-b” 

par une méthode plus simple, basée sur un chan¬ 
gement d’origine analogue à celui que nous avons 
utilisé pour la parabole. 

On remarque que l’on a : 

a ax -j- b a ba' — ab f 

y a' a'x-^-b' a' a r (ci'x -+- b')' 

On a d’ailleurs : 

a'x -f- b r = a r ^x -h ^7^ = a ( [x — a'), 
en posant * 


si l’on pose, de plus : 


l’équation précédente devient : 

, ba r — ah' 

y y a /2 (.r — x') 

c’est-à-dire : 
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en posant : 

. . ba! — ab 1 ah’ — ba ! 

(4) £- T* --7ô-* 

v et- a - 

La relation (1) se ramène clone à la forme ( 5 ), si 
l’on définit les quantités x\ y r , c en fonction de 
a, b y a! y V par les relations (2), ( 3 ) et ( 4 ). Ceci 
suppose simplement a'zpézo; de plus si ab' — ba' 
n’est pas nul, c n’est pas nul. 

Or, si l’on prend pour origine O' le point de 
coordonnées x = x', ?/= ?/, et que l’on mène par 
O' des axes O'X, O'Y parallèles à O.r, O y, il est 
visible que l’on a : 

X = x — x t 
Y =y-y ! 

en désignant par X, Y les coordonnées par rapport 
aux axes O'X, O'Y du point dont les coordonnées 
sont x y y par rapport aux axes Ox, O y II en résulte 
que l’équation ( 5 ) peut s’écrire : 



c’est-à-dire rentre dans le cas particulier que nous 
avons étudié en premier lieu. L’équation proposée 
représente donc une hyperbole ayant pour centre 
le point.O' et pour asymptotes les droites O'X, O'Y. 

Application. — Appliquons ceci à l’équation : 

X - 2 


il vient : 


1 x — 2 1 — 3 
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on a donc : 


si l’on pose : 




X = .r- 


Nous laissons à l’élève le soin de faire la figure. 
On pourrait faire la discussion par cette méthode, 
la relation (4) montre que, ci 2 étant positif, c est de 
signe opposé à aV — bct!. 

i 3 o. Cas singulier. — Nous allons, pour ter¬ 
miner, dire quelques mots du cas singulier que 
nous avons laissé de côté, c’est-à-dire du cas où 
l’on a' : 

( 6 ) aV — ba'zzzo. 

Supposons que l’on ait : 

nous pouvons toujours poser : 


c’est-à-dire désigner par m le quotient--,; la rela¬ 
tion (6) devient alors : 


ma f b r — ba r — < 


c’est-à-dire, puisque a' n’est pas nul : 


b = mb r . 


On a donc identiquement : 

ax -f- b = ma’x -f- mb r ~ - tx 
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et l’expression de y devient : 

_ m[a!x -4- b ! ) 

y a'x-\- b' 

Si l’on donne k x une valeur telle que a!x -f- b ne 
soit pas nul, on a : 

y — m . 

Si, au contraire, on suppose ctx -(- b'= o, y est 
visiblement indéterminé. 

On arrive aux mêmes conclusions en considé¬ 
rant l’équation résolue en x : 


On peut poser : 


cl y — a 


b r — — hc 


et la relation (6) donne alors : 

b=z — ha. 


On en conclut : 


_ h[a'y — ci 
a'y — a 


c’cst-h-dire que x est égal à h si y est différent de 

--, = 771 et indéterminé si ?/ = (l —, — m. 
a a 

En résumé, lorsque la relation homographique 
est singulière, y prend toujours la môme valeur ;?2, 
sauf pour x — h , valeur pour laquelle y est indé¬ 
terminé; inversement, si l’on donne ?/, x est égal 
à //, sauf pour y -= 7 )?, valeur pour laquelle x est 
indéterminé. 
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On pourrait déduire les résultats précédents de 
la relation ( 5 ) qui, si on y remplace x par h et y' 
par m , devient, en chassant les dénominateurs : 

(x — h) (;y — ni) c 

Or si l’on a al /— ba =o, il en résulte c = o et 
la relation précédente devient : 

(x — /*) (;y — ni) — o. 

Telle est la forme que prend la relation homogra- 
phique singulière. 

Cette relation est vérifiée : 

soit pour x = h quel que soit y 
soit pour y = m quel que soit x. 

Géométriquement une telle relation est repré¬ 
sentée par l’ensemble des deux droites : 

x ~ h 

y — m. 

L’hyperbole se réduit à ses asymptotes (voir 
Exercice 170). 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE VIII 

161. — Construire l’hyperbole : 

en prenant pour unité de longueur le centimètre. 

162. —Construire l’hyperbole : 


— 37) uno 
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en prenant pour unité de longueur le dixième de millimètre. 

163. — Construire l’hyperbole : 

_ 0,002 


en prenant pour unité de longueur le mètre. 

164. — Construire l’hyperbole : 


et la droite : 


y 


— 4,5 
x 


y = — x + 2 


en prenant pour unité le centimètre ; mesurer les abscisses 
de leurs points communs et vérifier qu’elles sont égales aux 
racines de l’équation : 


165. — Meme question pour l’hyperbole : 

3oo 

2 / = — 

et la droite : 

y = x + 25 

en prenant le millimètre pour unité. 

166. — Résoudre les deux questions précédentes en se 
servant de papier quadrillé. 

167. — Etudier les variations de la fonction : 

3.r 4- i 

y = iï±T’ 

et les représenter graphiquement en prenant pour unité le 
centimètre. 

168. — Etudier les variations de la fonction : 


et les représenter graphiquement; on prendra pour unité le 
millimètre. 


y, o 


iJour.t.. — Algôbru, 2 1 ' 
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169. — Construire l’hyperbole : 

X - 2 

y '6x — i* 

en prenant le centimètre pour unité. 

170. — Construire l’hyperbole : 

(y — 2) (x — i) = x, 

en prenant le centimètre pour unité; on donnera successive¬ 
ment à X les valeurs suivantes : 


À = — 

10 

ii 

O 

x = — 

4 

II 

x = — 

i 

X = i 

x = - 

i 

4 

II 

- 


i 

10 

X = -i 
10 

>* 

II 

O 




On représentera toutes les courbes sur la meme figure 
(en conservant les memes axes 0.x, Oy). 


CHAPITRE IX 


NOTIONS SUR LES DÉRIVÉES 


I. THÉORIE ÉLÉMENTAIRE 

1 3 1. Définition- — Soit y une fonction d’une 
variable x; pour fixer les idées, considérons, par 
exemple, la fonction suivante : 

( i J y -— 2 —• Sx —f— 4 • 

Désignons par x -J- A.r une nouvelle valeur de la 
variable et par y + A y la valeur correspondante de 
la fonction; c’est-à-dire posons : 

(: 2 ) y + A y = 2{:v -f- A.r) 2 — 5 [x -f- A.r) -f- 4• 

La relation (2) se déduit de la relation (1) en y 
donnant à x Y accroissement A.r et en désignant par 
A y Y accroissement correspondant de y. 

Si nous retranchons membre à membre les rela- 
-Lions (1) et (2) nous obtenons : 
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et, en divisant par àx ; 

(a) = l\x — 5 H- A.r. 

v ' A.r 


Nous avons ainsi exprimé au moyen de x et de 
A/r le rapport des accroissements correspondants de 
y et de x. Si l’on suppose que ces accroissements 
tendent vers zéro, c’est-à-dire deviennent de plus 
en plus petits, x restant fixe, le second membre 

pour kx = o se réduit à ^x — 5 , de sorte que ^ 


diffère d’autant moins de l\x —5 que kx est plus 
voisin de zéro. Cette expression !\x — 5 est ce que 
l’on appelle la dèi'ivèe de la fonction y considérée ; 

on la désigne par la notation (que Ton énonce 

dy sur dx *) ou par la notation y' (que l’on énonce 
y pi'ime).- Ainsi, par définition, la relation (a) entraîne 
les suivantes : 


dx 


l\X • 
fyX - 


qui s’en déduisent en remplaçant dans le premier 

membre par ^ ou y et dans le second membre 
A.r r dx J 

A.r par zéro. 


i. Dans la notation™, les élèves doivent regarder les quatre 

lettres et le trait horizontal constituant cette notation comme 
formant un tout inséparable ; ceux d’entre eux qui apprendront 
plus tard le calcul différentiel verront qu’il peut y avoir utilité 
dans certains cas à regarder cette expression comme le quotient 
de dy par dx; mais ceci n’a de sens que lorsqu’on a défini dy et 
dx, ce qui ne peut être fait ici» 
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, Définition. — On appelle dérivée d'une fonction 
y ce que devient T expression du rapportde V ac¬ 


croissement de la fonction y à Vaccroissement cor¬ 
respondant de la variable x , lorsque dans ce rap¬ 
port , exprimé au moyen de x et de A.r, on remplace 
A# par zéro . 

i3a. Signification géométrique de ]a dérivée. 


— Représentons graphiquement la fonction y dont 


nous venons de cal¬ 
culer la dérivée. 
Dans ce but, tra¬ 
çons (fig. 56 ) deux 
axes rectangulaires 
O/r, O y y choisissons 
une unité de lon¬ 
gueur OÀ pour les 
abscisses et une 
unité égale OB pour 
les ordonnées. Soit 
M le point de la 
courbe qui corres¬ 
pond à l’abscisse x 



et l’ordonnée y ; M' 


le point de la courbe qui correspond à l’abscisse 
x et a l’ordonnée y +Ay. Nous savons que le 

rapport est égal h la pente de la droite MM' ; si 


nous supposons que A/r devienne de plus en plus 
petit le point M' se rapprochera de plus en plus 
de M ; la sécante MM' prendra la position MM" et 
viendra finalement se confondre avec la tangente 
MT au point M de la courbe considérée ; c’est la 
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définition même de la tangente, que nous rappelons. 

Définition. — On appelle tangente à une courbe 
en un point M ce que devient une sécante MM' ren¬ 
contrant la courbe en M et en un point voisin M' 
lorsque ce point M' s'étant rapproché de plus en 
plus du point M vient se confondre avec lui. 

Le rapport est égal à la pente de MM'; c’est 


ce que l’on peut appeler la pente moyenne de la 
courbe dans l’intervalle MM'; lorsque M' se confond 
avec M, cette pente moyenne devient, par défini¬ 
tion, la pente de la courbe en M; c’est la pente de 
la tangente en M; elle est égale à la dérivée de y , 
puisque c’est la valeur que prend l’expression de 


ty 

àx 


lorsqu’on y remplace Ajr par zéro. Telle est la 


signification géométrique de la dérivée; on peut la 
résumer dans l’énoncé suivant. 

Théorème. — Lorsque Von représente graphi¬ 
quement les variations d'une fonction y de la variable 
x, en ayant soin de prendre la même unité de lon¬ 
gueur pour les abscisses et pour les ordonnées , la 
dérivée de y pour une valeur quelconque de x est 
égale à la pente de la tangente à la courbe représen¬ 
tative au point correspondant. 

i33. Application des dérivées à l’étude de la 
variation des fonctions. — Nous avons déjà dit 
ce que l’on entend par fonction croissante , décrois¬ 
sante ou constante dans un intervalle. 

Lorsqu’une fonction est croissante ~ est positif; 
lorsqu’une fonction est décroissante ^ est néga- 
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tif: enfin, si la fonction est constante, ^ est nul. 

77 kx 

Si l’on se reporte à la figure de la page 309, on 
voit que la pente de MM' est positive lorsque la 
fonction est croissante; donc la pente de MT est 
généralement positive, et pourrait exceptionnelle¬ 
ment être nulle, ce qui à lieu sur les figures 57 et 58 . 
De même, si la fonc¬ 
tion y est décrois¬ 
sante, sa dérivée est 
négative et peut ex¬ 
ceptionnellement 

être nulle. Sur la 
figure 58 , on a re¬ 
présenté plusieurs 
courbes ; en N la 
fonction décroît; en 
M elle croît ; en S 
elle croît aussi, bien que la dérivée soit nulle. 
Enfin, en P et Q la dérivée est nulle; au point P la 
fonction qui était décroissante avant P (de N en P) 
devient croissante après P (de P en M) ; au point Q 
c’est le contraire. Le point P correspond à un 
minimum et le point Q à un maximum. 

Définitions. — On dit qu’une fonction y est 
maximum pour une valeur particulière de x, lorsque 
sa valeur est supérieure aux valeurs voisines ; elle 
est minimum lorsque sa valeur est inférieure aux 
valeurs voisines. Les maxima et minirna ainsi définis 
sont appelés quelquefois maxima et minirna relatifs , 
quand on veut les distinguer des maxima et minirna 
absolus. Mais lorsqu’on emploie sans épithète les 
mots « maximum » ou « minimum », il s’agit tou- 
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jours d’un maximum ou d’un minimum relatif. On 



peut résumer ainsi les résultats que nous venons 
de déduire de l’étude des figures i . 

Théorème I. — Lorsqu une fonction est crois - 


i. Il est clair que les résultats que nous énonçons, et que nous 
avons obtenus par la représentation graphique, ne sont démontrés 
que dans les cas où cette représentation graphique s’applique, 
ce qui est le cas pour toutes les fonctions simples que Von a à con¬ 
sidérer dans les éléments. Pour ces fonctions simples, la représen¬ 
tation géométrique donne une courbe continue, ayant en chaque 
point une tangente, cette tangente elle-même variant d’une 
manière continue; les fonctions ainsi définies ont un nombre 
limité de zéros, d’infinis, de maxima et de minima. Lorsque l’on 
ne fait pas toutes ces hypothèses, c’est-à-dire quand on consi¬ 
dère les fonctions les plus générales, la démonstration des théo¬ 
rèmes devient plus malaisée et sort complètement de notre cadre. 
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scinte dans un intervalle, sa dérivée est positive, 
en un nombre limité de points exceptionnels oi 
peut être nulle; lorsqu une fonction est décroissait 
dans un intervalle, sa dérivée est négative , sauf en 
un nombre limité de points exceptionnels oh elle 
peut être nulle; lorsqu une fonction est constante 
dans un intervalle , sa dérivée est constamment nulle . 

Théorème II. — Réciproquement, lorsque dans 
un intervalle, la dérivée d f une fonction est positive, 
la fonction est croissante; lorsque la dérivée est 
négative, la fonction est décroissante; lorsque la 
dérivée est nulle, la fonction est constante . 

Théorème III. — Lorsque la dérivée est nulle 
pour une valeur particulière de la variable, on doit 
rechercher si, en s'annulant, elle change ou non de 
signe. Si la dérivée passe du négatif au positif en 
s'annulant lorsque la variable croit, la fonction 
d'abord décroissante devient croissante : elle passe 
par un minimum; si la dérivée passe du positif au 
négatif, la fonction passe par un maximum ; enfin, si 
la dérivée ne change pas de signe, la fonction reste 
croissante ou décroissante suivant que la dérivée est 
positive ou négative . 

1 34 * Calcul des dérivées de fonctions simples. 
I. Fonction linéaire. — Soit : 

y zzz ax — b, 

la fonction linéaire; on a (n° 91 ) : 


La valeur de — ne dépend pas de &x; elle reste la 
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même lorsque l’on suppose Ajr = o ; on a donc : 


dx 


a. 


IL Fonction du second degré . — Soit : 


y = ax~ 4- bx -h c. 

On a : 

y -1- Ly — a[x H- Ax) 2 4- b(x 4- Ax) 4~ c, 
et, en retranchant : 

A y = iax Ax 4- «(Ax) 2 4- &Ax 

A?/ 7 

— aax 4- « 4- a Ax. 

Ax 


En remplaçant A# par zéro dans le second 
membre, il vient : 


dy 

dx 


= aax 


b. 


III. Fonction du troisième degré. — Soit : 

y = ax* 4 - bx 2 4 - ex 4 - d. 

On a : 

y 4- Ay = a[x 4- Ax) 3 4 - b[x 4- Ax) 2 4- c(x 4- A#) 4- d 
= «x 3 4- 3«x 2 Ax 4- 3«x(Ax) 2 4- a( Ax) 3 
4- Ar 2 4- aArAx 4- 6(Ax) 2 4- ex 4- cAx 4- d 
A?/ 

— zzz 3ax 2 4- 4- c 4- 3«xAx 4- «(Ax) 2 -4 ÆAx, 


et, en remplaçant Ax par zéro dans le second 
membre : 
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Nous avons ainsi vérifié pour les trois premiers 
degrés, les seuls pour lesquels nous aurons à l’uti¬ 
liser, la règle suivante, que nous énoncerons d’une 
manière générale. 

Règle. — La dérivée d'un polynôme est un poly¬ 
nôme qui se déduit du polynôme donné en multi¬ 
pliant le coefficient de chaque terme par Vexposant 
de la variable dans ce terme , et en diminuant cet 
exposant d'une unité. En particulier le terme cons¬ 
tant se trouve supprimé, car l’exposant de la variable 
y est égal à zéro et le produit du coefficient par zéro 
est zéro. 

IV. Fonction homographique. — Soit : 

_ ax-\-b 

y ~ a'œ-h b” 

on a : 

. a[x —{— A«z , ]--{— b cix—\~b {cib r — bci r )j\x 

y a\x- f-A.r)-f-£/ a'x-\-b‘ 

A y ab r — b a' 

àx (a 1 x H- b' 4- aJ A.r) (a!x -f- b'f 

et, par suite : 

dy ab r — ba! 

~dx (a'r + èf 

Telle est la dérivée de la fonction homogra- 
phique; nous ne traduirons pas cette formule en 
langage ordinaire parce qu’il n’est pas nécessaire 
de la retenir; un calcul simple donnera la dérivée 
de chaque fonction homographique particulière. 

En particulier, si l’on a : 
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la formule ou le calcul direct donnent : 

dy _— i 

di~~~F ry 


formule utile à retenir. 

V. Fonctions trigonomètriques élémentaires. — 
Soit : 

y = cos x , 


on a : 

Ày = cos (.r Ax) — cos x = — 2 sin -4- sin 
Donc : 


Ay _ 

A.r 


— sin 




Â.r 


2 


Lorsque Ax devient égal a zéro, il en est de même 
de et le rapport : 


. A.r 


sm — 
2 


Ax 

2 


devient égal à Funité; on a donc : 


dx 


— sin x. 


Soit maintenant : 


on a 


y — sm x, 


A y = sin [x -f- Ax) — 


. Ax 


sm x = 2 sm — cos 
2 
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et un calcul analogue donne ; 


dy 

clx 


— co s æ. 


Soit enfin : 
On a : 


y = tg x. 


Ay = tg(.r~hA^) — tgx= 


s in x -f- À.r 
cos(xH-À^) 


sin_ sin A.a? 

cos.r cos (a'-HA«r)cos^ 


Donc : 


Ay_sin A.r i 

Lx Lx co s (x -h ÂxjTosx’ 


et enfin : 


dy = J _ 

clx cos 2 .r‘ 


Résumons les résultats de ce paragraphe en un 
tableau (voir p. 3 i 8 ). 

i 35 . Application à l’étude de la variation des 
fonctions simples. — I. Considérons d’abord le tri¬ 
nôme : 

y — clx~“ — f— bx —{— c» 

On a : 

dy , ( b \ 

~ ~ Q,ax -f- b = 2 al x H-. 

ax \ %aj 

Si a est positif,\ la dérivée est négative pour 

^ b b b 

-et positive pour -; pour.r=- > 

y est minimum. Si a est négatif y est maximum 

pour x =— . Ces résultats concordent avec ceux 

1 2 a 
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TABLEAU DES DÉRIVÉES DES FONCTIONS SIMPLES 

y = ax -\~ b 

y' —a 

y = a# 2 -\-bx-\- c 

y' = 2 ax -j- b 

y = ax* -j- bx 2 -j - ex d 

y ' = 3 ax~ -f- 26# -}- c 

ax b 

ab' — ba 1 

y a'x -f- b' 

y ( a'x -f b ') 2 

y x 

y'=ïz- 

y = cos x 

y' = — sin 2? 

y=z$mx 

î/' = cos a? 

y=ztgx 

2 ''=^Pi; ==:I + t ^ ;E 


que l’on a déduits de l’étude directe du trinôme. 
II. Soit à étudier les variations de la fonction : 

y —— —|— •—{— S • 

On a : 

zxz 3 ^ 2 — ï ix -h 9 . 

La dérivée est un trinôme du second degré dont 
les zéros sont : 

_6 ± \J‘à& — 27_ G -t- 3 


H-l> 
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c’est-à-dire i et 3; la dérivée est donc positive 
pour .r < i et pour ,27 >3 et négative lorsque x est 
compris entre 1 et 3. Donc pour .27= r ? y est 
maximum; sa valeur est : 

1 — 6 *+■ 9 H- 5 = 9- 

Pour x — 3 , y est minimum; sa valeur est : 

27 — 54 -j- 27 -h 5 = 5 . 

D’ailleurs, on voit aisément que pour x=o, 
y — 5 , que pour x = — 00, y =— 00, et pour 
x— -f- 00 , y = —)- 00 , car lorsque x est très grand 
en valeur absolue, le terme le plus grand est x 3 , 
dont le signe est le même que celui de x; exemple 
pour x = — 100, on a : 

y — — 1 000 000 — 60 000 — 900 -f- 5 < o 
et pour .27= -f- 100 : 

y=zi 000 000 — 60 000 -j- 900 -4- 3, > o. 

On conclut de ce qui précède que la courbe repré¬ 
sentative de la fonction y a la forme suivante (fig. 59 ). 

On voit sur la figure 59 que le maximum A n’est 
pas un maximum absolu; en D, y est plus grand 
qu’en A ; de même en G, y est plus petit qu’en B; 
mais en A, y est plus grand qu'aux points voisins 
et en B il est plus petit qu 'aux points voisins. 

III. Soit la fonction : 

X - 2 

On trouve : 

. _ x -+- A.r — 2 _ x — 2 __ — ÙLX _ 

^ x H- A.r — 3 x — 3 (x -+- A.r — 3 )(.r — 3 ) ’ 
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et, par suite : 

ffy_ — i 

dx [x — 3 ) 2 ‘ 

La dérivée est constamment négative; donc la 
fonction est toujours décroissante . Mais ce serait 



une grave erreur d’en conclure que pour x — 5 , par 
exemple, la valeur est plus petite que pour x = o : 

2 

pour x = o, on a y = ^ 

- 3 

pour x = 5 , on a y = ~. 
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En effet, entre o et 5 se trouve compris le pôle 
de la fonction x — 3; en ce point la fonction saute 
brusquement de —oo a -j- oo ; il n'y a pas en ce 
noint de dérivée, puisque la fonction elle-même 
n’est pas définie ; on doit donc envisager séparé¬ 
ment l’intervalle compris entre o et 3 et l’inter¬ 
valle compris entre 3 et 5 ; la fonction est bien 
décroissante dans chacun de ces intervalles. 

Ceci nous montre l’utilité de la remarque sui¬ 
vante. 

Remarque essentielle. — Lorsque Von étudie les 
variations d'une fonction à Vaide des dérivées , on 
doit envisager séparément et successivement des inter¬ 
valles de valeurs de la variable , tels que dans chacun 
d'eux la fonction ne devienne pas infinie. 

II. THÉORIE BASÉE SUR LES LIMITES 

1 36. Limites. — Etant donnée une fonction y d’une 
variable x, on dit que y a pour limite b lorsque x tend 
vers lorsque Ton peut prendre x assez voisin de a pour 
que y diffère de h aussi peu que l’on veut. 

D’une manière plus précise, il faut que si l’on se donne un 

nombre très petit quelconque , comme—-—, ou -, ou 

---, on puisse, ce nombre étant donné, fixer un 

io ooo ooo r 

intervalle comprenant a et tel que, lorsque x est compris 
dans cet intervalle, la valeur absolue de la différence y—b 
est inférieure au nombre donné. Naturellement, si l’on sup¬ 
pose ce nombre donné de plus en plus petit, l’intervalle 
pour x deviendra aussi de plus en plus petit; mais cet inter¬ 
valle devra exister quel que soit le nombre donné. 

Bar exemple, soit : 

y — :r 2 — 2 .r -f 3. 
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Lorsque x tend vers 3, y a pour limite 6; en effet, si nous 
voulons que la valeur absolue de j — 6 soit inférieure à 

--—, il suffît que : 

io ooo ^ 


3 ?- - 2.V — 3, 


soit inférieur à — - — en valeur absolue ; or, on a : 

io ooo 7 

(. x 2 — aa? —• 3) = (a? -f- 2 ) (a? — 3), 

Si l’on, suppose x compris entre 2 et 4» #+1 est compris 
entre 3 et 5 et pour que le produit [x + 1 ) (x — 3) soit infé¬ 
rieur en valeur absolue à =—-—, il suffit que x — 3 soit 

inférieur en valeur absolue à —-—, c’est-à-dire que l’on ait : 

10000 ^ 


3 — — 


• <^x < 3 + 


5o ooo* 


Lorsque x est dans l’intervalle défini par ces inégalités, 
on est assuré que la valeur absolue de y — 6 est inférieure à 

—-— ; et nous voyons en même temps que si nous avions 
10000 J 1 

choisi un nombre autre que—-—, par exemple---ou 

^ 10000 1 r 1000000 

----, nous aurions trouvé par la même méthode un 

100000000 

intervalle pour x. 

On peut énoncer la définition précédente sous une forme 
tout à fait précise en disant : 

Définition. — On dit que y tend vers la limite b lorsque x 
tend vers a , si étant donné un nombre positif arbitraire e, il 
est possible de déterminer un nombre positif h tel que les 
inégalités : 

a — h < a h, 
aient pour conséquence : 

b — z<y <b-\-z. 

Par exemple, dans l’exemple précédent, pour e = —-— 
1 ’ r r t r I0 0üü 


M 
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nous avons pu prendre h = =—-—; et on verrait de mêm 
1 r 00 ooo 

que, quel que soit £ (inférieur à i), il suffit de prendre 

*=!• 

137. Propriétés élémentaires des limites. Addition. — 
Si plusieurs fonctions y, z, t d'une même variable x tendent 
respectivement vers des limites b, c, d, lorsque x tend vers a , 
la somme y + 2 + t tend, vers la somme b -j- c -f- d des limites . 

En effet, d’après la définition, étant donné un nombre arbi¬ 
traire s, on peut déterminer un nombre h, tel que les inéga¬ 
lités : 

( 1 ) a — < x < a -\- h v 

entraînent : 

(1) ' 6 — £ <2/<^-fe. 

On peut de môme déterminer un nombre h 2 tel que les 
inégalités : 

(2) cl — h. 2 <C ce <7 a 4* /i 2 , 
entraînent : 

(a)' 0 —eOO+£, 

et un nombre /? 3 tel que les inégalités : 

(3) cl — h z x a -J- A, 
entraînent : 

(3)' Cl— £<lî<d + £. 

Soit h le plus petit des 3 nombres h i7 h v h z , les inégalités : 
(h) ci — h < x < a + h , 

entraîneront les inégalités ( 1 ), ( 2 ), (3) et par suite les inéga¬ 
lités (i)', ( 2 )', (3)'. Ces inégalités étant de môme sens on peut 
les ajouter, ce qui entraîne : 

(/ 1 )' b -f- c -|- d — 3c < y -j- z -)- t < b c d -f- 3s. 

Pour démontrer que y -\- z i a pour limite b -f- c + d 
lorsque .y tend vers a, il faut montrer qu’étant donné un 
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nombre positif arbitraire (que nous pouvons appeler 3a, en 
appelant e le tiers de ce nombre), on peut déterminer un 
nombre h, tel que les inégalités (4) entraînent les inégalités 
(4)'. Or, pour déterminer le nombre h , il suffit de déter¬ 
miner h v h v h* de manière que les inégalités (1), (2), ( 3 ) 
entraînent (r)', (2)', ( 3 )', ce qui est possible par hypothèse, 
quel que soit le nombre s, et de prendre pour h le plus petit 
des nombres /q, /q, h 2 . 

Multiplication par une constante. — Si la fonction y 
tend vers b lorsque x tend vers a et que A désigne une cons¬ 
tante quelconque , la fonction Ay tend, vers Ab. 

Nous voulons avoir les inégalités : 

( 5 ) Ab — e < ky < Ab + e. 

Or, si nous divisons par A, nous aurons : 

Si A est positif : 

et si A est négatif : 

b ~z>y> b +i 


Désignons par z' le quotient J- si À est positif et le quo¬ 
tient si A est négatif; nous aurons dans tous les cas : 

(6) b — £ ' < y < b + s', 
e' étant un nombre positif. 

Les inégalités (6) sont équivalentes aux inégalités ( 5 ) ; or 
quel que soit le nombre positif z' on peut, par hypothèse, 
déterminer le nombre positif h tel que les inégalités : 

( 7 ) a — h x <d ci -j- h 

entraînent les inégalités (6); donc, quel que soit le nombre 
positif e, on pourra déterminer e', puis h de telle manière 
que les inégalités (7) entraînent les inégalités ( 5 ), C. Q. F. D. 

Combinaison linéaire. — En combinant les résultats qui 
précèdent, on en déduit le théorème suivant qui les com¬ 
prend comme cas particuliers. 
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Théorème. — Soient y, z, t des variables qui tendent res¬ 
pectivement vers les limites b , c, d lorsque x tend vers a 
et B, C, D des constantes quelconques , la combinaison 
linéaire : 

By -j- C z — 1 ~ I )tj 


tend vers 


BZ> Ce -j- Dd , 


lorsque x tend vers a. 

Multiplication. — Soient y et z des variables qui tendent 
respectivement vers les limites b et c lorsque x tend vprst n • 
le produit yz tend vers la limite bc. 

Supposons d’abord b et c positifs et choisissoi 
nombre g tel que b — e et c — g soient positifs; on 
déterminer un nombre h tel que les inégalités : 

(8) a — h < x < a + h 


entraînent : 
(9) 


( b — £<y < b + E 

\ C — Z<Z <C + E 


Ces dernières inégalités ne renfermant que des nombi 
positifs entraînent : 

(b — z) {c — e) < yz < (b + s) (c + s), 


c’est-à-dire : 

bc — g (b + c) + e 2 <[ y z <C bc e {b + c) -J- e 2 , 
et, à fortiori : 

(io) ta —e'<ys<ta + e', 

si l’on a : 

(i i) d > {b + é) e + s 2 * 

Or, b et c étant donnés, on peut déterminer un nombre 
£ de toile manière que l’on ait : 

g2 (b + c) z < s'¬ 
il suffira en effet de prendre e inférieur à la racine posi¬ 
tive de l’équation : 

X 2 -j- (b -f- 6 ‘) X. — d — o, 
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car cette équation, d étant positif, a deux racines de signes 
contraires. 

Donc, étant donné un nombre arbitraire positif s', on 
pourra déterminer un nombre positif e par l’inégalité (n), 
déterminer ensuite, ce qui est possible par hypothèse, le 
nombre positif h tel que les inégalités (8) entraînent les iné¬ 
galités (9), et il en résultera que les inégalités (8) entraînent 
les inégalités (10). 

Le théorème est donc démontré dans le cas où h et c sont 
positifs. Soient maintenant b et c quelconques et B et C deux 
constantes, telles que B -f~ b et C -|- c soient positifs ; y -f- B 
tend vers b + B et 5 4- C vers c -|- C, donc : 

(y + B) (z + C) = ys 4 -B* 4 -Cy 4 -BC, 


tend vers : 


{b + B) (c + C) = bc 4- Bc + Cb + BG. 

Or Bs 4 ~ Cy 4 " BC tend vers Bc 4 " C/; + BC, donc yz tend 
vers bc. 

Généralisation. — En appliquant successivement plusieurs 
fois les théorèmes précédents, on arrive au théorème général 
suivant : 

Théorème. — Soient y, z } t un nombre quelconque de varia¬ 
bles qui , lorsque x tend vers a , tendent respectivement vers 
les limites b, c, d; et P (y, z f t) un polynôme quelconque en 
y, z, t à coefficients constants ; lorsque x tend vers a, la 
valeur de P(y, z, t) a pour limite P(/;, c, d). 

Division. — Supposons que lorsque# tend vers a , y tende 

vers la limite h différente de zéro 1 ; je dis que - tend vers 

Nous pouvons nous borner au cas où b est positif, car si 


i. Il me parait qu’il n’y aurait que des avantages à dire qu’une 
variable qui augmente indéfiniment tend vers la limite 00 ; on 
aurait ainsi des énoncés plus généraux, dans lesquels les valeurs 
particulières o et 00 ne se distingueraient pas des autres ; mais il 
m’a semblé qu’il n’y avait pas lieu d’introduire ici celte forme de 
langage, assez en dehors des habitudes actuelles, je me conforme 
donc aux définitions classiques. 
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on change y en — y, b est changé en — h et si l’on démontre 
que —- tend vers il en résulte que - tend vers —. 

Supposons donc b positif et désignons par e un nombre 
positif tel que b — e soit positif, quel que soit e, on pourra 
déterminer un nombre positif h tel que les inégalités : 

( 12 ) a — h<^x<^a-\-h 

entraînent : 

( ï 3 ) b — z<y <à + z- 

Or ces inégalités donnent, puisque b — s, y, b + e sont 
positifs : 

b-z > y :> b + € 
et elles entraînent les suivantes : 


si l’on a : 




.L e ' 

b — e ^ ‘ w 

, 1 - I _ £ ' 
b £ * 


Or, ces inégalités sont du premier degré en e et donnent, 
la première : 

S+e' 


i<b- 


(. 5 ) 


i -|- bs' 
bH' 


^ 1 -J- àt n 

et la seconde, en supposant e' : 

b 4" s < -- 


OF 


c âS^' BR " R 
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L’inégalité (i 5 ) entraîne l’inégalité (16) ; il suffira donc, 
étant donné le nombre positif s quelconque (nous pouvons le 

supposer inférieur à ^ de choisir un nombre positif e véri¬ 
fiant l’inégalité (i 5 ) et de déterminer ensuite b de telle 
manière que les inégalités (12) entraînent les inégalités (i 3 ); 
elles entraîneront aussi les inégalités (14). C. Q. F. D. 

Remarque. — On donc si y et s tendent vers 


les limites b et c et que c ne soit pas nul, tend vers 


i 38 . Fonction continue. — On dit qu'une fonction y 
d'une variable x est une fonction continue pour une valeur 
donnée de x , x=a, lorsque cette fonction a une valeur 
déterminée b pour x = a et pour x voisin de a et que la 
limite des valeurs quelle prend lorsque x tend vers a est 
précisément sa valeur b pour x=a . 

Cet énoncé exprime deux faits principaux : i° les valeurs, 
supposées déterminées, de la fonction, tendent vers une 
limite lorsque x tend vers a; 2 0 cette limite est b. 

Il résulte immédiatement de cette définition et du théo¬ 


rème de la p. 326 que si y, z, t , sont des fonctions continues 
de x, tout polynôme en r, s, t , à coefficients constants , est 
une fonction continue de x. 


En particulier,# est une fonction continue de #;donc tout 


polynôme en x est une fonction continue de x. 

Enfin la remarque qui termine le paragraphe précédent 
entraîne : le quotient de deux fonctions continues est une 
fonction continue , pourvu que le dénominateur ne soit pas 
nul pour la valeur considérée de la variable. 

139. Dérivées. — On appelle dérivée d’une fonction la 


limite du rapport^ de l’accroissement de la fonction à 


l’accroissement de la variable, si cette limite existe , lorsque 
A#* tend vers zéro . 
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Dérivée d’une somme. — Si plusieurs fonctions y, z, t 
d une même variable x admettent des dérivées pour x — a, 
leur somme y-\~z~\-t admet une dérivée, laquelle est égale 
à la somme des dérivées. 

On a, en effet : 

A(y —j- z — j- t) __.Ay.Az, Ai 
Ax A.r ' Ax ‘ Ax' 


Par hypothèse, chacun des termes du second membre 
tend vers une limite lorsque A# tend vers zéro; leur somme 
tend donc vers une limite, laquelle est égale à la somme des 
limites. 

Plus généralement , les fonctions y, z , t ayant pour déri¬ 
vées /, z\ t', la fonction : 

By + Cz + Dt, 

où B, C, D sont des constantes, admet une dérivée qui est : 


By'-f Cs' + D*'. 

Dérivée d’un produit. — Soient y et c deux fonctions 
admettant les dérivées y’ et z'; le produit yz admet une 
dérivée qui est : 

c’est-à-dire qui s’obtient en ajoutant les produits de chaque 
facteur par la dérivée de Vautre . 

En effet, on a . 


A [yz) = {y + A y) (z + As) — yz 
= y As + zAy + AyAz. 


A (ys) __ As 


Ax 


Ax 


+ 


,%L+%L%L &X . 

Aj: Ax Ax 


Ùk.£ A *y % 

Lorsque A# tend vers zéro ^ tend vers vers y\ et 

A.x* vers zéro; ce second membre a donc une limite qui est : 
yz' + zij' + y v x 0“i= yz 1 + zy f . 


On a donc 


(yzy = yz' 4- zy\ 


C. Q. F. D. 
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Dérivée d’un quotient. — Conservons les memes nota¬ 
tions, mais supposons de plus essentiellement z 7^0; le quo- 

v . . y' z —— z' y 

tientadmet une dérivée qui est“--^ 

En effet, on a : 


a(V\ y + ^y y zAy—yà z 
*\z)— z+Az~"5— *(c + As) 


A 


(?) 


Ad? 


~±y _ v *± 

* Ad? ^ Ad: 

= {z + As) 


Comme z + A3 tend vers z, qui n’est pas nul, on a : 

iv!\ __ z y’ — y z ' 

C. Q. F. D. 

Dérivée d’une fonction de fonction. — Soit y une fonc¬ 
tion de x, x étant lui-même une fonction de t; si t varie, 
x varie et par suite y varie ; y dépend de t par l’intermé¬ 
diaire de x; y est dit une fonction de fonction . 

Théorème. — Si y admet une dérivée par rapport à x et x 
une dérivée par rapport à t , y admet par rapport à t une 
dérivée , qui est égale au produit des deux précédentes. 

En effet, si l'on donne à t un accroissement A t, x prend 
un accroissement àx et y uu accroissement A y; on a : 

A y _A y Ad? 

Àt — &x àt‘ 


Par hypothèse, les deux termes du second membre ten¬ 
dent respectivement vers les limites 1 ÿ x et x't; donc le 
premier membre tend vers une limite ÿt , et l’on a : 

y't^y'x^r 


Ce que l’on peut écrire aussi : 


dy _ dy dx 
dt dx dt * 


1 . L : indice x indique que l’on prend la dérivée par rapport àd’; 
on énonce : y' par rapport à x. 
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140. Calcul des dérivées. — La dérivée de x est évidem¬ 
ment i ; la dérivée de x* 2 s'obtiendra «ai' 

(y*/ - 

en y supposant y — s == x; il viet 

(a? 2 )' = x. i + i--* 

La dérivée de x z se déduira de la mên 
posant : 

y =r Jp2 z = x 

(&%)' = x 2 . i -f- 2 x.æ = 3# 2 . 

Plus généralement, supposons établie la formi 
(a& - i ) ! = (« — i)a?» -• 

et cherchons la dérivée de x n ; nous ferons : 

y = 1 z = a?, 

et il viendra : 

(x w )' = (ys)' = #» — t.i + (» — i)x n — 2 .x = n a» — 1 . 

Donc, la formule sc démontre de proche en proche por 
toute valeur entière de n; on en déduit la règle de dériva¬ 
tion d’un polynôme donnée page 315 . 

Exemple. — Calculer la dérivée de : 

3^2 _ *4 4- ^5 _ 3. 

11 vient : 

6# — 4# 3 + 5-r 4 . 

14 r. Applications. — Calculer la dérivée de: 

y = cos 3r, 


si l’on pose 3 a; = t . 
On a : 


y = cos t 


t — 3ar, 
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On trouverait de même les dérivées suivantes : 

y = si n ax y r — a cos ax 

y — i^ax y' = ^ 

y = COS 3 X 


cos ax 
y' = — 3 cos 2 x sin x. 


Pour calculer cette dernière dérivée, on pose cos x = t. 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE IX 

171 . — Calculer directement les dérivées des fonctions 
suivantes : 

y = 2X — 5 
y = 3x 2 — 6x -j- 4 
y = 4x 3 — 2 X% -j- 5.r — 3 
y = 8x 4 — 5x 2 + 3. 

172 . — Calculer directement les dérivées des fonctions 
suivantes : 



2V — 5 

y =4^sî- 

173. — Calculer directement les dérivées des fonctions 
suivantes : 



3 x 2 — 5 

y=!3rz 7 

_ 4r 2 — 5x 3 

V #2 — (5 X 5 • 
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174 . — Calculer directement les dérivées des fonctions 
suivantes : 


* cos x 

__i 

^ sin x 

y ==. cos 2 X — 3 sin x 
y = x sin x. 

175 . — Calculer directement les dérivées des fo 
suivantes : 

_ 2 — 3 cos x 
y 5 — sin x 
y = 4 cos 2 x — 5 cos x + 3x 
y = 4 sin x cos x — cos 5 a*. 

176 . — Etudier les variations des fonctions de l’exercice 

177 . — Trouver les maxima et minima de l’expressi 

x- ~ 3.r 4 

y— ^-i-i • 

178 . — On appelle dérivée seconde d’une fonction la 
dérivée de la dérivée première (la dérivée première est celle 
que nous avons définie) ; on la désigne par y". Si l’on sup¬ 
pose y, y', y" positifs tous trois, la fonction est croissante et, 
de plus, la pente y' de la tangente est croissante, puisque la 
dérivée y" de y' est positive. Quelle conséquence géométrique 
peut-on en déduire relativement à la concavité ou convexité 
de la courbe? Appliquer ceci à la parabole et à l’hyperbole. 





CHAPITRE X 


PROGRESSIONS ET LOGARITHMES. 
. INTÉRÊTS COMPOSÉS 


I. PROGRESSIONS ARITHMÉTIQUES ET GÉOMÉTRIQUES 

1 4 ^. Progressions arithmétiques. — On dit que 
plusieurs nombres, rangés dans un ordre déter¬ 
miné, forment une progression arithmétique ou sont 
en progression arithmétique lorsque la différence de 
deux nombres consécutifs a toujours la même valeur 
(et le même signe). Par exemple, les nombres 
3 > 5 , 7, 9 sont en progression arithmétique, car les 
différences 5 — 3 , 7 — 5 , 9 — 7 sont toutes égales 
à 2. De même les nombres 92, 82, 72, 62, 52 sont 
en progression arithmétique, car les différences 
82 — 92, 72 — 82, etc., sont toutes égales à— 10. 
On donne à cette différence constante le nom de 
raison de la progression arithmétique; ainsi, dans 
notre premier exemple, la raison est 2, dans le 
second, la raison est — io. 

Lorsqu on connaît le premier terme d’une pro 
gression arithmétique et la raison, il est facile 
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d’écrire les autres termes, il suffit d’ajouter suc¬ 
cessivement la raison à chaque terme pour avoir le 
terme suivant. 

Exemple. — Former une progression arithmé¬ 
tique composée de 6 termes , dont le premier terme 
soit 7 et la raison 5 . Les termes successifs sont : 

7 + 5=12; 12 + 5=17; 17 + 5=22; 22+5=27; 
27 + 5 = 32 , de sorte que la progression demandée 
est formée des termes suivants : 7, 12, 17, 22, 
27, 32 . 

Autre exemple. — Former une progression arith¬ 
métique composée de 5 termes dont le premier terme 
soit 13 et la raison —8. On obtient, en procé¬ 
dant de la même manière, la progression : i 3 , 5 , 
— 3 ,—ii, —19. 

Il arrive souvent que l’on n’a pas besoin de 
connaître les termes intermédiaires de la pro¬ 
gression, mais qu’on désire connaître la valeur du 
terme qui occupe un rang déterminé. On remarque 
alors que le second terme s’obtient en ajoutant au 
premier la raison ; le troisième terme s’obtient en 
ajoutant au second la raison et, par suite, est égal 
au premier, plus deux fois la raison; le quatrième 
terme s’obtient en ajoutant encore la raison au troi¬ 
sième et par suite est égal au premier plus trois fois 
la raison; de même, le cinquième terme est égal 
au premier, plus quatre fois la raison , etc. Le cen¬ 
tième terme serait égal au premier, plus quatre- 
vingt-dix-neuf fois la raison. 

Règle. — Pour obtenir la valeur d'un terme de 
rang déterminé d'une progression arithmétique , on 
ajoute au premier terme le produit de la raison par 
le rang donné , diminué d'une unité. 
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Si l’on désigne par a le premier terme, par r la 
raison, par n le rang donné et par x la valeur du 
terme qui occupe ce rang, cette règle se traduit 
par la formule : 

— i )r. 


Dans le cas où la raison est un nombre positif les 
termes successifs vont en croissant, la progression 
est croissante; elle est décroissante dans le cas où 
la raison est nn nombre négatif. 

1 43 . Progressions géométriques- — On dit 
que plusieurs nombres, rangés dans un ordre 
déterminé, forment une progression géométrique ou 
sont en progression géométrique , lorsque le quotient 
de deux nombres consécutifs a toujours la môme 
valeur. Par exemple les nombres 3 , 6, 12, 24 sont 
en progression géométrique car l’on a : 6 : 3 = 2; 
12 l 6 = 2; 24 l 12 = 2. Ce quotient 2 est dit la raison 
de la progression. De même les nombres 3 Goo, 
36 o, 36 , 3 , 6 , o, 36 , forment une progression dont 


la raison est 0,1. Les nombres 2, — 3 , —, 


— a 7 
4 ’ 


for¬ 


ment une progression géométrique dont la raison 

x — 2 

est 3 ‘ 


Lorsqu’on connaît le premier terme et la liaison 
d’une progression géométrique, il est facile de cal¬ 
culer successivement tous les termes; il suflit de 
multiplier successivement chaque terme par la 
raison pour avoir le terme suivant. 

Exemple. —Former une progression géométrique 
de 5 termes dont le premier terme soit 625 et la raison 
1 , 2 . O11 obtient successivement 625X1,2 — 760; 
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75oX 1,2 = 900; 900X 1,2 = 1080; 1080X 1,2 
= 1296. La progression cherchée est donc : 625, 
760, 900, 1080, 1296. Il arrive souvent que l’on 
veut connaître la valeur d’un terme de rang déter¬ 
miné, sans calculer les termes intermédiaires. Dans 
ce but, on remarque que le second terme est égal 
au produit du premier par la raison; le troisième 
terme est égal au produit du second par la raison, 
c’est-à-dire au produit du premier terme par le carré 
de la raison; le quatrième terme est de même égal 
au produit du premier par le cube de la raison, etc. 
On a donc la règle suivante. 

Règle. — Pour obtenir un terme de rang donné 
d'une progression géométrique dont on connaît le 
premier terme et la raison , on multiplie le premier 
terme par une puissance de la raison dont l'exposant 
est égal au rang donné diminué d'une 

Si l’on désigne par a le premier tei 
raison, par n le rang donné et par x le te* 
clic, cette règle se traduit par la formule : 

x == ar n ” 4 . 

Dans le cas où la raison r est un nombre positif 
supérieur à 1 les termes vont en croissant et la pro¬ 
gression géométrique est dite croissante; elle est 
décroissante si /-estun nombre positif inférieur à 1 ; 
dans le cas où r est négatif, les termes de la pro¬ 
gression sont alternativement positifs et négatifs; 
leur valeur absolue croît ou décroît suivant que la 
valeur absolue de r est supérieure ou inférieure à 1. 
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IL LOGARITHMES 

ï 44 - Définition des logarithmes. — Considé¬ 
rons deux progressions croissantes, l’une arithmé¬ 
tique commençant par zéro, l’autre géométrique 
commençant par i ; si l’on désigne par r la raison 
de la progression arithmétique et par s la raison 
de la progression géométrique, ces deux progres¬ 
sions s’écriront : 

o, 3 ;', 7?r,_ 

i, ^ A A s 4 —*, 5 V-. 

Nous conviendrons de dire que chaque terme de 
la progression arithmétique est le logarithme du 
terme de môme rang de la progression géométrique; 
ainsi 3/* est le logarithme de s 3 , on dira aussi que 
6* 3 est Va77IIlogarithme de 3 r; c'est le nombre dont 
le logaritlune est 3 /*. Il y a plusieurs systèmes de 
logarithmes, car on peut choisir de diverses 
manières les nombres s et r; nous ne considére¬ 
rons que le système dit de logarithmes vulgaires , 
qui satisfait à la condition que le logarithme de io 
est égal ii i ; nous verrons que cette condition 
entraîne de grandes simplifications dans les cal¬ 
culs. Nous ne démontrerons pas Vexistence de ce 
système 4 cl nous n’indiquerons pas comment on 
peut calculer les logarithmes des divers nombres 
dans co svstème. Observons seulement que, si l’on 
prend pour r un nombre: très petit et pour .s* un 
nombre très voisin de i, les termes consécutifs des 
deux progressions diffèrent très peu, de telle manière 
que tout nombre peut, avec une approximation 
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suffisante, être considéré comme compris dans ces 
deux progressions. Pour avoir des logarithmes vul¬ 
gaires, on prend : 

r = 0,0001 
5~ i,ooo2*3o3ii5... 

et les progressions que l’on construit ainsi : 

o, r, ar,. 

ï, 5, s 2 ,., 

sont telles que le 10000 e terme de la progression 
arithmétique est 1, tandis que le 10000 e terme de 
la progression géométrique est 10. 

On a construit des tables dans lesquelles sont 
inscrits les logarithmes et les antilogarithmes de 
tous les nombres, avec un certain nombre de déci¬ 
males ; nous allons en expliquer la disposition et 
l’usage en prenant comme type la table à 4 déci¬ 
males qui se trouve à la fin de ce chapitre. 

i 45 . Disposition, des tables à 4 décimales. — La 
première de nos tables [. Logarithmes à 4 décimales, 
p. 366 ) fait connaître les logarithmes de tous les 
nombres compris entre 1 et 10, de centième en 
centième, c’est-à-dire des nombres 1,00; 1,01, 1,02; 

_ ; 9,99. Nous savons que ces logarithmes sont 

des nombres compris entre 0 et 1 ; la table nous 
donnera leur partie décimale. 

Soit, par exemple, à trouver dans la table le loga¬ 
rithme de 1, 3 o ; nous rechercherons, dans la colonne 
N, le nombre 13 formé des deux premiers chiffres du 
nombre donné; et, dans la ligne qui commence par 
13 , nous lirons le nombre contenu dans la colonne 
marquée 0; nous trouvons ï 1 3 g; c’est la partie 
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décimale cherchée ; on a donc : 

log i , 3 o = o,1139. 

Pour avoir le logarithme de i ? 3 * nous nous 
reporterons, dans la môme ligne qui commence 
par 13 , à la colonne marquée 1 ; nous ne trouvons 
que trois chiffres 173, car on a sous-entendu le 
premier chiffre 1, qui est le meme que pour la 
colonne précédente, de sorte qu’il faut lire 1178, 
et que l’on a : 

log i,3i = o,i 173. 

Kn continuant dans la môme ligne, nous aurions : 

log i,32 = 0,1206 
log i ,33 = 0,1239, 

et ainsi de suite. 

Soit à rechercher le logarithme de 1 , 5 g; dans 
la ligne 15 et la colonne 9 nous lisons *oi4 ; le 
signe * signifie que le premier chiffre n’est pas 1 
comme pour les logarithmes précédents de la 
même ligne, mais qui se trouve au commence 
ment (h* la ligne suivante $ on a : 

log i ,58 = 0,1987 
log 1,59 = 0,201 4 
log I ,6() = 0,20'| 1. 

On remarquera que les lignes et les colonnes de 
la table sont groupées 5 par 5 ; celle disposition a 
pour but d’éviter les erreurs de lecture, car on 
•arrive rapidement à se rendre compte de biplace 
d'n jh» ligne ou d’une colonne par rapport aux 
liguas et aux colonnes voisines, et on évite ainsi les 
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erreurs qui se produiraient si l’on ne suivait pas 
correctement la ligne ou la colonne, et que l’on 
confonde avec la ligne ou colonne voisines. Par 
exemple, on remarque que les lignes correspondant 
aux nombres : io, i 5 , 20... suivent immédiatement 
un blanc; les lignes 11, 16, 21..., ne sont séparées 
du blanc que par une ligne; les lignes 14? 19? 24... 
précèdent un blanc, et les lignes i3, 18, 23... n’en 
sont séparées que par une ligne; enfin les lignes 
12, 17, 22... occupent le milieu d’un groupe de 
5 lignes sans blanc; il en est de même pour les 
colonnes, sauf que le blanc est remplacé par un 
double trait. A l’aide de ces remarques, un peu 
d’habitude suffit pour trouver un logarithme d’un 
seul coup d’œil. 

La disposition des tables d’antilogarithmes est 
tout à fait analogue. Ces tables font connaître les 
anlilogarithmes des nombres compris entre o et 1, 
de millième en millième, c’est-à-dire des nombres 

0,001 ; 0,002;.; 0,999. Soit à rechercher l’anti- 

logarilhme de 0,824; on se reportera, dans la 
colonne marquée L, au nombre 32 ; et dans la ligne 
qui commence pat* 32 , à la colonne 4 ; on y lit les 
trois chiffres 109 à la gauche desquels on inscrit le 
chiffre 2 qui se trouve dans la première colonne, 
en face Ar. 31 ; 1 ’ anliiogarilhme cherché est donc 
2,109. De même, on trouverait que l’antilogarithme 
de 0,825 est 2,1 i 3 . T/usage du signe * est le même 
dans celle table que dans la précédente ; il indique 
que le premier chiffre par lequel on doit compléter 
l’anlilogarilhme cherché doit être pris en tête de 
la ligne suivanle, et non des lignes précédentes. 
Par exemple, l’anlilogarithme de 0,848 est 7,047. 
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1 46. Disposition des tables à 5 décimales. — 
Comme type de tables à 5 décimales, nous décri¬ 
rons les tables de Holiel (Gauthier-Villars, Paris), 
en nous bornant à la partie de ces tables qui 
contient les logarithmes à 5 décimales, et en laissant 
de côté diverses dispositions accessoires destinées 
à faciliter certains calculs trigonométriques. 

La partie de ces tables qui nous intéresse ici 
s’étend de la page [ 5 ] à la page [ 35 ] ; nous en don¬ 
nons un spécimen ci-contre; dans les colonnes 
marquées N se trouvent les nombres compris entre 
iooo et 9999; pour avoir le logarithme de 1,089, 
par exemple, 011 cherchera dans cette colonne le 
nombre 1089 et l’on verra à côté dans la colonne 
Log les chiffres o 3 yo 3 , c’cst la partie décimale du 
logarithme cherché; l’on a : 

log 1,089 = 0,03703. 


Supposonsque l’on veuille connaître le logarithme 
de 1,0893 ; ce logarithme n’est pas dans la table ; il est 
compris entre celui de 1,089 et I ?°9°î différence 
entre ces deux logarithmes est inscrite dans la 
colonne marquée D; elle est 4 o. On admet dans 
les calculs que le logarithme variant de 4° lorsque 
le nombre s’accroît de 10 dix-millièmes, il varie 


des — de /\o lorsque le nombre s’accroît de 3 dix- 
10 1 


millièmes. Pour éviter 


calculateur d’avoir à 


rechercher la valeur des — de 4°, cctle valeur est 


10 


inscrite dans une colonne spéciale, marquée P. Pn, 
{parties proportionnelles ), vis-à-vis du chiffre 3 dans 
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N. 9 — 12 


L. 95 


[ 5 ] 


07 


0^17' 


4,68557 ; 58 


0°18' 


4,68557; 58 


0°19* 


4,68557; 58 


P. PR. 


N. 


1020 

1021 

1022 

1023 

1024 


Log. 


00860 

00903 

00945 

00988 

oio3o 


D 


43 

42 

43 
42 
42 


N. 


1080 

1081 

1082 

1083 

1084 


1025 

1026 

1027 

1028 
102!) 


01072 
o 111 5 
01167 

01199 

012/12 


43 

42 

42 

43 
42 


io85 

108G 

1087 

1088 

1089 


Log. 


o 3342 

o3383 

o 3423 

o3463 

o35o3 


D 


4i 

4o 

4o 

4o 

4o 


N. 


1 i4o 
11 4 1 
11 4 2 
11 43 
ix44 


Log. 


o56go 

06729 

06767 

o58o5 

o5843 


o3543 

o3583 

o 3623 

o3663 

03703 


4o 
4o 
4o 
4 o 
4o 


11 45 
xi 46 
11 4 7 

n48 

1149 


o588i 

06918 

oôgSô 

05994 

o 6 o 32 


41 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

i 

9 I 37 


io3o 

io3x 

io3a 

1033 

1034 


01284 

0 x 326 
oi368 
01 45 o 
01462 


42 

42 

42 

42 

42 


io35 

io3G 

1037 

1038 

1039 


ox 4 o 4 
01 536 
01678 
01G20 
01G62 


42 

42 

42 

42 

42 


1090 

10 9 1 

1092 

1093 

1094 


o 3743 
03782 
0382 2 
o38G2 
03902 


39 

40 
ko 
ko 

39 


109.5 

io 9G 

1097 

1098 

ioî)9 


03941 
03981 

o 4 o 2 I 
o4o6o 
o4xoo 


ko 

ko 

39 

40 

39 


I 


1 i5o 
ii5i 
I l52 

1153 

11 54 


0G070 
06108 
061 45 
oG i 83 
0G221 


1 x 55 
I i 5 G 
x 157 

1158 
1x69 


06258 

0629G 

oG 333 

06371 

o 64 o 8 


38 

37 

38 
38 
37 


38 

37 

38 
37 
88 


40 

1 4 

2 8 

3 12 

4 16 

5 20 


24 

28 

32 

ül 36 


le tableau en Lôte duquel est inscrit 40 . On dispo¬ 
sera de la manière suivante le calcul du logarithme 
de i,o 8()3 : 

log 1,089 =0,08703 
pour 3 12 

log 1,0893 — 0,0371 5 

On utilise de même les parties proportionnelles 
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pour trouver le nombre qui correspond a un loga¬ 
rithme donné Soit, par exemple, à trouver le 
nombre dont le log. est o,o 3356 ; la table montre 
que ce nombre est compris entre 1,080 et 1,081, la 
différence tabulaire est 4 1 ? on disposera ainsi le 
calcul : 

o,o 3356 

pouro,o 334 a 1,080 
14 

pour 12 3 

pour 20 5 

i,o 8 o 35 

On retranchera du logarithme donné le loga¬ 
rithme immédiatement inférieur trouvé dans la 
table, la différence est i4, on trouve dans les par¬ 
ties proportionnelles de f\i que 12, qui correspond 
h 3 , est le nombre immédiatement inférieur a i 4 ; la 
différence est 2; on y ajoute un o et la table de 
parties proportionnelles donneS pour 21, nombre 
le plus voisin de 20; le nombre cherché est i,o 8 o 35 . 

1 47 > Propriété fondamentale des logarithmes. 
— La propriété fondamentale des logarithmes est 
la suivante : le logarithme cVan produit est égal à la 
somme des logarithmes des facteurs. 

En effet, si nous nous reportons aux progressions 
par lesquelles nous avons défini les logarithmes, 
nous voyons que les nombres s"'et s n ont pour loga¬ 
rithmes mr et nr; leur produit est s m + n et a pour 
logarithme (m + /?)/', ce qui justifie bien notre 
énoncé. 

Cette propriété fondamentale permet de simplifier 
bien des calculs; elle est l’origine des applications 
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des logarithmes et la raison de leur utilité pratique. 
Soit, en effet, à effectuer le produit de plusieurs 
nombres; a calculer, par exemple, le nombre x 
donné par la formule : 

x — i ,33 X a, i 5 X 2 , 3 1 x i, 48 - 

D’après la propriété fondamentale, nous aurons : 

log x zzr log T, 33 - 4 -log 2,1 5 -f-log 2 , 3 1 H-log 1,48. 

Mais la table nous donne ces logarithmes et il 
suffit de les ajouter pour avoir log x. 

log i ,33 = 0, i 23 g 
log 2,1 5 = o,3324 
log 2,3i = o ,3636 
log 1,48 = 0,1703 
log æ =0,9902 

Connaissant log x nous rechercherons dans 
table d’antilogarithmes l’antilogarithme de 0,99* 
c’est 9,7721; tel est le produit cherché. En réalité, 
le dernier chiffre décimal trouvé n’est pas exact; 
cela tient a ce que les valeurs écrites pour les loga¬ 
rithmes ne sont jamais exactes, puisqu’on n’a que 
4 décimales; mais, dans la pratique, il est souvent 
très suffisant d’avoir trois chiffres exacts; par 
exemple, si x désigne un nombre inconnu de francs, 
on prendra x = ÿ lr jj (et même, le plus souvent, 

9 ,v 7 5 )- 

Autre exemple. — Calculer le nombre y donné 
par la formule : 

y = i ,36 X i /I7 X i ,38 X i ,39 x i, 4 oX i, 4 1» 
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Nous trouvons dans la table des logarithmes des 
nombres donnés; en les ajoutant, on a* log y. 

log i ,36 = o, 1 335 
log 1,37 = 0,1367 
log i ,38 = 0,1399 
log 1,39 = o, 1 43 o 
log 1,40 = 0,1461 
log 1,41 =0,1492 

log y =0,8484 

Pour avoir y il suffit de chercher P antilogarithme 
le o, 8484 ; on trouve dans la table que l’antiloga- 
ithme de o ,848 est 7,047 et que rantilogarithme 
le 0,849 est 7 i° 63 ; l’antilogarithme de 0,8484 est 
ompris entre les deux 1 ; nous pouvons prendre 
,o 5 , pour n’écrire que des chiffres exacts 
i 48 . Division. — Le logarithme <Tiui quotient est 
égal à la différence des logarithmes du dividende et 
du diviseur. 

En effet, la formule : 

a = bc, 

entraîne : 

log a = log b -j- log <?, 
donc la formule : 

b= a - 

c 

entraîne : 

log b = log a — log c. 


1 . Onpourrait aussi employer les parties proportionnelles, comme 
nous l’avons expliqué pour les tables à 5 décimales. 
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Exemple. — Calculer le nombre x donne par la 
formule : 

1,23 

On a : 

log 8,34 = 0,9212 
log 1,23 = 0,0899 

log x nro,83i3 
x = 6,78. 

Nous verrons plus loin que l’on procède souvent 
d’une manière plus simple, en utilisant les cologa¬ 
rithmes. 

1 49- Puissances et racines. — L’emploi des 
logarithmes est particulièrement commode lorsque 
l’on veut calculer une puissance ou extraire une 
racine. Soit, en effet : 

a = b k . 

Le nombre a est égal au produit de 4 nombres 
égaux à b : 

a = bxbxbxb . 

O 11 a donc : 

log a = log b H- log b + log b H- log 
c’est-à-dire : 

log a = 4 log b , 

et, inversement : 

log b = -- log a. 

Ainsi la formule : 

a = b * 
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ou la formule équivalente : 

b = \lâ 

entraînent : 

log a — 4 log 6 
log b zn^logrt, 

Exemple I. — é/ calculer la, 5 e puissance de 
i ,*>. 3 . Si on pose : 

■* = (’,> 3 )» 

on aura : 

ÎOg .r = 4 log i = 5 X 0,0899 == 0,4,',95. 

Il faut rechercher l’aiuilogarithme de o, 4495 , 
rantilogarithme de o,44<) est n,8ia et l’antiloga- 
rilhme de 0,400 est 2,818; :v est donc très voisin 
de ‘>,815 

Exemple II. — Calculer y/ 3 ,14. Désignons celte 
racine par O11 a : 

ÎOg IJ — ) log 8,1 '( = 7 X 0/1969 = 0 ,I 2 '| 2 . 

1 4 

La 1 al>It‘ d’antilogarithmcs donne 1 ,33 pour anti- 
logarilhme de o, 1 2.4; c’est une valeur très appro¬ 
chée de ij. 

100. Logarithmes des nombres non compris 
entre 1 et 10 - - (/a labié nous (ail connaître, comme 
nous l’avons <1 i 1, les logarithmes des nombres com¬ 
pris entre 1 (‘l 10; pour obtenir les logarithmes des 
mitres nombres, on utilise la propriété fondamen¬ 
tale : 


log a ~ log b H- log c . 
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Nous ne nous attarderons pas à démontrer que 
l’ensemble des logarithmes ainsi définis possède 
Lien toujours cette propriété fondamentale, ni que 
cette définition est équivalente à celle que l’on 
pourrait déduire des progressions déjà considérées. 

Soit, par exemple, à trouver le logarithme de 1 34 ; 
on remarquera que l’on a : 

i34 = i,34XioXio. 

On en conclut : 

Jog 1 3 4 == log i ,34 -+- 2 log 10. 

Or la table donne : 

log 1,34 = 0,1271 
et l’on sait que l’on a : 

log IO— I. 

Il en résulte : 

log 134 = o, 1271 2 = 2,1271. 

On voit que la partie décimale est la meme pour 
log 1 34 que pour log 1 ,34 ; comme c’est cette partie 
décimale que fournit la table, on en conclut que, pour 
rechercher le logarithme d’un nombre dans la table, 
il 11 y a pas à s'inquiéter de la virgule. La partie 
entière du logarithme est ici 2; 011 voit qu’elle est 
égale au nombre de décimales qu’il faut séparer 
pour avoir un nombre compris entre 1 et 10; 011 
peut dire aussi qu’elle est égale au nombre des chif¬ 
fres non décimaux, diminué d'une unité. On donne 
à cette partie entière le nom de caractéristique. 
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Exemples. —- Trouver le logarithme de 120000; 
la table donne la partie décimale 0792; la caracté¬ 
ristique est 5; le logarithme cherché est donc 
5,0792. 

Trouver le logarithme de 34 , 5 ; la table donne la 
partie décimale 5378; la caractéristique est 1; le 
logarithme est donc 1,5378. 

Trouver Vantilogarithme de 2,343, c’est, à-dire le 
nombre dont le logarithme est 2,343. On cherchera 
dans la table le nombre dont le logarithme est 
o,343 et on le multipliera par 100 , puisque la carac¬ 
téristique est 2 ; on trouve ainsi 220 , 3 . 

Trouver Vantilogarithme de 3 . On n’a pas besoin 
de la table pour savoir que l’antilogarithme de o 
est r, l’antilogarithme de 3 est 1000. 

Applications. — Calculer la valeur de x donnée 
par la formule : 

•r = 34,2 X 46,3 X 2,35 X i5,4. 


Nous aurons : 

log 34,2 =1,5328 
log 45,3 =i,6656 
log 2,35 = 0,3711 
log i 5,4 = 1,1875 

log.r = 4,7670 

On cherchera l’antilogarithmc de 0,757, qui est 
5,71b, et 011 reculera la virgule de 4 rangs vers la 
droite, puisque la caractéristique de log x est 4; 
on obtient ainsi .r = 67160; mais, bien entendu, on 
ne peut pas compter sur l’exactitude des deux der¬ 
niers chiffres. Pour avoir un plus grand nombre de 



PROGRESSIONS ET LOGARITHMES 


chiffres exacts, il faudrait employer des table* 
plus grand nombre de décimales; mais ce 
souvent pas nécessaire. 

1 5 1. Nombres inférieurs à 1 . Caractéristiques 
négatives. — Soit à rechercher le logarithme de 
o,oo 34 ï ; nous pouvons écrire : 


Donc : 


o,oo 34 i 


3 , 4 1 

iooo* 


log o,oo 34 i = log 3 , 4 1 — log iooo 
= o ,5328 — 3 . 


Le logarithme cherché est donc égal à 0,5328 — 3 , 
c’est-à-dire à —2,4672; c’est un nombre négatif; 
il en est ainsi pour tous les logarithmes de tous les 
nombres inférieurs à un. 

En pratique, on n effectue jamais la soustraction; 
au lieu d’écrire : 

0,5328 — 3 , 
on confient d'écrire : 

3 , 53 a 8 , 

en plaçant un trait au-dessus du chiffre 3; par 
définition, c’est la môme chose que —3 -(- o,5328, 
c’esl-à-dire que —2,4672. Le chiffre 3 est une 
cru ri etc ris tique nèga Vive. 

Pour ajouter deux ou plusieurs logarithmes, on 
ajoute les parties décimales; si leur somme a une 
partie entière, on la retient, et on l’ajoute aux 
caractéristiques en tenant compte de leurs signes. 

Exemple I. — Calculer le produit : 


x = 2.3,5 X 0,82.4. 
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On a : 

log 23,5 = 1,3711 

log 0,82,4 = 1,9159 

log.r = 1,2870 

Pour faire l’addition, on procède d’abord comme 
s'il s’agissait de deux nombres décimaux ordinaires ; 
quand on arrive à la colonne des unités, on a 1 de 
retenue, i, et 1, c’est-à-dire 1 -f- 1 — 1 = 1. 

On trouve ainsi : 

x = 1 9 , 36 . 

Exemple IL — Calculer le produit : 

x= 23 \ X 0,0825 X 22,3 x 0,98 X 80. 

O11 a : 


log 

a3'i 


= a, 3692 

log 

o, 

325 

~ 2,5 I I 9 

log 

22. 

,3 

zzr 1,3483 

log 

0, 

93 

= *>99 ia 

log 

80 


— 1,9081 


log\r =zf h ïi 3 j 


On a 3 de retenue dans la colonne des unilés, 
qui s’ajoutent aux caractéristiques 2, 2, 1, 1, 1, ce 
qui donne 3 —J— a — 2 -|~ 1 — 1 —|— 1 = 4 - On trouve 
ainsi x = i 3 290 environ. 

Exemple 111 . —Calculer ^o,o 325 . 

On a log o,o 3 a 5 = 2,2099. ^ faut en prendre 
le quart; pour cela, on remarque que l’on a : 

2,2099 — — 2 -f- 0,2099 — — 4 ~b 2,2099. 

On prendra le quart de —4 qui est — 1 et ensuite 
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le quart de 2,2099, ce c l u ^ donne o, 5524 ; on obtient 
ainsi i, 5524 , dont rantilogarithme est o, 3556 . 

i 52 . Emploi des cologarithmes. — De même 
que l’on n’écrit pas de logarithmes négatifs, on 
évite d’avoir h retrancher un logarithme; on 
remarque que retrancher un nombre équivaut à 
ajouter le nombre opposé; le nombre opposé a un 
logarithme s’appelle le cologarithme Le cologa¬ 
rithme s’écrit à vue d’œil, sous la condition que la 
somme du logarithme et du cologarithme soit 
égale a o. 

Exemple. — Le logarithme d'un nombre est 
i,3o32 ; quel est son cologarithme ? On voit que c’est 
2,6968, car si l’on fait l’addition : 

i,3o32 

2,6968 
-:-, 

0,0000 

on obtient 8 + 2=10; je pose o et retiens 
6 font 9, plus un de retenue font 10 ; je pose zéro 
retiens 1, etc. 

On voit que le succès tient à ce que la somme 
des deux chiffres de droite est 10, la somme des 
chiffres décimaux écrits au-dessous l’un de l’autre 
étant 9 et la somme des caractéristiques étant — 1. 
D’où la règle : 

Règle. — Etant donné un logarithme, pour écrire 
le cologarithme , on détermine la caractéristique par 
la condition que la somme des deux caractéristi¬ 
ques soit — 1 , et les autres chiffres, par la condition 
que la somme des chiffres correspondants soit égale 
à 0 , sauf pour les derniers, dont la somme doit 
être 10 . 


Borfi.. — Algèbre, 2 P ryrle. 
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i 53 . Résumé des règles pour l’usage des tables, 
Partie décimale. — La partie décimale d’un loga¬ 
rithme se trouve dans la table à 4 ou à 5 déci¬ 
males; on la complète, s’il y a lieu, par le calcul 
des parties proportionnelles, la partie décimale 
d’un cologarithme s’écrit à vue, d’après la partie 
décimale lue dans la table pour le logarithme, si 
l’on lit 1 3 ^ 4 , oo écrit 8676,, en disant mentale¬ 
ment : 

1 - 4 - 8 = 9; 3 -J -6 = 9 ; 2 H— 7 9 î 4 * 4 - 6 = 1 o. 

Dans le cas où il y a des parties proportionnelles 
a calculer, on fait ce calcul avant d’écrire le cologa- 
rithme. 

Caractéristique. — La caractéristicpie d’un loga¬ 
rithme est égale au nombre de rangs dont il faut 
déplacer la virgule pour obtenir un nombre compris 
entre 1 et 10; elle est positive si le nombre donné 
était supérieur à 10 et négative s’il était inférieur 
à 1. La caractéristique du cologarithme s’obtient en 
retranchant de — 1 la caractéristique du logarithme; 
011 peut dire aussi que, si le nombre est plus grand 
que 1, elle est négative, et a pour valeur absolue le 
nombre de chiffres de la partie entière; si le nombre 
est inférieur à 1 elle est nulle ou positive, et égale 
au nombre de zéros qui suivent la virgule. 

Antilogarithmes. — On recherche les aatiloga- 

o 

rithmes dans la table en ne tenant compte que de 
la partie décimale, la caractéristique indique ensuite 
de combien de rangs il faut déplacer la virgule, vers 
la droite si elle est positive, vers la gauche si clic 
est négative. 

1 54 * Disposition des calculs. — Lorsqu’on a à 
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calculer une formule par logarithmes, on coi 
par disposer le calcul avant de cherche! 
nombre dans la table; on écrit en même temp 
caractéristiques, que Ton connaît sans avoir i 
chercher dans la table. 

Exemple I. — Soit à calculer la valeur x 
par la formule : 

_ 3,45 X 3,34 x 35,2 

x ~ 894X0,034 

Le log de x s’obtient en ajoutant les logarithmes 
des facteurs qui sont au numérateur et retranchant 
les logarithmes de ceux qui sont au dénominateur; 
il revient au même d’additionner leurs cologa¬ 
rithmes. On disposera donc le calcul comme il 
suit : 

log 3,45 =o, 
log 3,34 =0, 
log 35/2 = 1, 

colog 894 = 3 , 

colog o,o 3 4 ~ 1, 

log.r = 

Le calcul étant ainsi disposé, on recherchera dans 
la table les parties décimales; on aura ainsi : 

log 3,45 =0,5378 
log 3,34 =0,5237 
log 35,2 = 1 , 54^5 

colog 894 =3,0487 

colog 0,0'V, = i, 4<)85 

log x = i,i 2 52 
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On a écrit a vue les colog. 

Dans le cas où il y a des calculs auxiliaires a 
effectuer, on a soin de les disposer aussi d’avance. 

Exemple II. — Calculer la valeur de a: donnée 
par la formule : 

( 3 j,a)»xÿ 3 ^ 

X zzz - --- - - 

^3,45x872 

On disposera le calcul comme il suit. 

calculs auxiliaires. 
log 34,2 =1, log 3,5 — o, 

2 îog 34,2 = »log 3 , 5 1= 

log 3,45 =0, 

log 872 =2, 

log 3,45x872 = 

y log 3,4^X872=: 

4 

colog \/ 3,45 X 872 = 

CALCUL DÉFINITIF. 

2 log 34,2 = 

^log V> = 

colog \J 3, ',5 X 872 = 
log.r = 
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Une fois ce tableau fait, mais alors seulement, 
on consultera la table pour rechercher les parties 
décimales laissées en blanc. 

Remarque. — Bien des erreurs sont souvent occa¬ 
sionnées par la transcription des résultats intermé¬ 
diaires ; ainsi, dans le tableau précédent, tous les 
logarithmes du calcul définitif sont transcrits: il est 

o t 7 

bon de s’habituer, autant que posssible, à éviter 
cette transcription; pour cela, on adoptera, par 
exemple, la disposition suivante : 


CALCULS AUXILIAIRES. 


CALCUL DÉFINITIF. 


log 34 ,a = L 

log 3 y 5 _ = o, 

log 3,45 =o, 

log 872 =2, 


log 3,45x872 = 
JT log 3,45 X872 = 


2 log 34,2 = 

ilog 3,5 = 

colog ^ 3,45 X 872 = 
log x = 


III. INTÉRÊTS COMPOSÉS 

L’une des questions pratiques dans lesquelles 
l’usage des logarithmes est le plus utile est le calcul 
des intérêts composés; c’est pourquoi l’on a l’habi¬ 
tude de les étudier après les logarithmes, bien que 
ce soient là des théories bien dissemblables et qu’il 
n’est guère logique d’associer. 

1 55 . Intérêts composés- — On dit qu’une 
somme d’argent est placée à intérêts composés 
lorsque les intérêts produits par cette somme au 
bout d’une certaine période ne sont pas payés au 
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créancier, mais s’ajoutent au capital pour porter eux- 
mêmes intérêts La période au bout de laquelle les 
intérêts sont ainsi capitalisés est généralement de 
6 mois ou d’un an; nous ne nous occuperons que 
du cas o li elle est d’un an. Ainsi, Pierre prête à 
Paul ioooo ,v à intérêts composés, au taux de 5 o/o 
l’an, cela signifie qu’au bout cl’un an, Paul ne 
payera pas a Pierre les 5 oo fl ' d’intérêt annuel que 
doivent rapporter les 10000 au taux de 5 o/o, mais 
que sa dette se trouvera être de io5oo tl ‘, lesquels 
rapporteront dès lors 5 o/o d’intérêt, c’est-à-dire 
525 ,r en un an, au bout de la seconde année, la 
dette de Paul sera donc io 5 oo-J- 525 , c’est-à-dire 
ir oa 5 fr , lesquels rapporteront intérêt à 5 o/o, soit 
55 i fr ,25 en un an. Au bout de la troisième année, 
la dette de Paul sera donc : 11 or >5 -)— 55 i ,^5 
= 11 5 y 6 fr , 25 , et ainsi de suite. 

Au premier abord, il peut sembler fort naturel 
que l’intérêt non payé vienne ainsi augmenter la 
dette et rapporte lui-même intérêt; il ne semble pas 
qu’il y ait là un problème essentiellement différent 
de celui des intérêts simples, mais seulement un 
cas particulier. Mais ce cas particulier est d’une 
très grande importance dans beaucoup de questions 
pratiques; de plus, la progression très rapide des 
intérêts accumulés pendant un grand nombre d’an¬ 
nées conduit à des conséquences véritablement 
effrayantes, qui ont nécessité une réglementation 
spéciale des prêts à intérêts composés (lois sur la 
prescription quinquennale des arrérages; surveil¬ 
lance de l’Etat sur les sociétés d’assurance et de 
retraites, sur le Crédit foncier, etc.). Nous verrons 
en effet que la possibilité de placements à intérêts 
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composés sans aucune réglementation entrain» 
des conséquences tout à fait inadmissibles. 

t 56 . Formule des intérêts composés — Soit 
une somme, placée au taux de aojo l’an; c’est-à- 
dire que ioo' r rapportent a francs; la somme A rap- 

, • Aa A i 

porte par suite et 1 interet, ajoute au capital, 
donne au bout d’un an une dette totale de : 



Ainsi, on a la règle suivante : 

Règle. — Pour obtenir la valeur totale d'une 
somme A augmentée de ses intérêts , au bout d'un 

an , on multiplie cette somme par le binôme i -f- — 

a étant le taux. 

Nous pouvons appliquer cette même règle à la 

somme A^i “b c l u i se trouve placée pendant 

une nouvelle année; nous trouvons ainsi qu’au bout 
de deux ans, la dette totale est devenue : 



On pourra appliquer encore la même règle, et 
l’on obtiendra, pour la valeur de la dette au bout 
de la 3 e année : 


A 


a 

ioo 



a 

100 


3 


Au bout de a années, la dette deviendrait : 
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Ai 


a 

100 


n 


cl’o li la règle : 

Règle. — Pour avoir la valeur totale , capital et 
intérêts , d’une somme A placée à intérêts composés 
pendant n années, on multiplie cette somme A par 

la n e puissance du binôme i -f- ^ le taux 

annuel pour 100 . 

i 5 j. Applications. — Problème I. Une somme de 
10 000 ir est placée à intérêts composés pendant 
20 ans , au taux de 4 0 / 0 . Quelle est la somme 
totale due au bout de ces 20 ans P 
On a ici : 


A=ioooo, a =z 4 , H—— = i,o 4 ; 

îoo 

on obtient donc : 

io ooo X (i,o 4 ) 20 . 

Calculons cette expression par logarithmes. 
On a : 

log 1,04 =0,0170 
20 log 1,04 =0,34 
log 10 000 = 4 

4,34 


Il faut rechercher l’antilogarithme de 4-34 ; on 
trouve 2 1 880 ; le résultat cherché est donc 21 88o lv ; 
la somme de ioooo ,r est plus que doublée. 

Remarque. — O11 voit que l’on est amené à mul¬ 
tiplier par 20 le logarithme de i,o4; l’erreur com¬ 
mise sur ce logarithme par le fait que l’on néglige 
les décimales qui suivent la 4 e sc trouve ainsi nota- 
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blement augmentée; aussi est-il utile, pour les pro¬ 
blèmes d’intérêts composés, d’avoir les valeurs 

très exactes des logarithmes du binôme i -f* 

pour les valeurs du taux a qui sont les plus usitées. 
Nous les donnons ci-dessous avec io décimales : 


a 

! a 

I -j- 

1 IOO 


2 

1,02 

0,0086001718 

2 i /4 

1,0225 

0,0096633167 

2 l/2 


0,0107238654 

2 3/4 


0,0117818305 

3 


0,0128372247 

3 i /4 


o,oi 38 qoo 6 o 3 

3 1/2 


0,0149403498 

3 3/4 

1,0375 

0,0159881054 

4 

1 ,o 4 

0,0170333393 


Bien entendu, on ne prendra que le nombre de 
décimales nécessaires pour avoir 4 ou 5 décimales 
exactes après la multiplication; en général, 6 ou 
7 décimales suffiront, à moins que le temps ne 
soit très long 

Problème II. — Quelle somme faut-il placer à 
intérêts composés , à 3 0 / 0 , pour toucher 1000 ir dans 
50 ans? 

En désignant par x la somme cherchée, on a : 

x (i ,o 3 ) 80 = iooo 
log x — 3 — 5 o log i ,o 3 . 


Or, on a ; 
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Iog i,o 3 =0,012837 
5 o log i,o 3 =o, 64 i 85 
colog (1 ,o 3 ) ;i0 = i, 358 i 5 
3 

log.r = 2,3581 5 

On trouve dans la table que o ,358 a pour anti¬ 
logarithme 2,280. On a donc x = 228 fr environ. 

Problème III. — Les héritiers cVun fournisseur 
de la cour de Louis XIV réclament, une somme de 
23 4 fr qui leur serait due depuis le 15 février 1615 
avec les intérêts composés à 4 0/0 depuis cette date. 
Quelle somme aurait du leur payer le gouvernement 
français le 15 février 1903 , si leur réclamation avait 
été admiseP 

La durée de la dette est igo 3 — 1675 = 228 ans ; 
la somme due serait donc : 

a — 234 (1 ,o 4 )“" 8 * 

Or, on a : 

log 1,0', =0,0170333 
228 

1362664 
3 \0666 
3 /| 0666 

228 log i,o' f = 3 ,8835924 
log 23^ = 2,3692 

log.r = 6,25279 

L’anlilogarilhme de 0,2.5279 est environ 1,789; 
la somme duc s’élèverait donc à 1 789 ooo ,v environ. 

Problème IV. — Quelle est la somme produite 



PROGRESSIONS ET LOGARITHMES 

par i fr placé à intérêts composés pendant 10 ( 
à 2 OjO Van? 

Cette somme est : 

X = (i ,O2) I00 °. 

On a donc : 

log x = i ooo, log 1,02 = 8 ; 6oo 17. 

On en conclut x = 398 100000, c’est-à-dire près 
de 4oo millions de francs. 

Problème V. — Dans un tombeau égyptien , remon¬ 
tant à WOO ans, on découvre une pièce de bronze 
d'une valeur de 0 fr , 05 ; cruelle somme aurait rapportée 
cette pièce aux héritiers de son propriétaire, si elle 
avait été placée à intérêts composés au taux de 

31 j 2 0/0 P 

La somme x cherchée est donnée par la formule : 
x = o,o 5 X (i,o‘$$y m . 

Nous avons : 

log 1,035 = 0,0149/103498 
4000 log 1,035 = 59,7613999. 
logo,o 5 = 2,6990 

log.r = 58 ,4603992 

L’anlilogarithme de 0,46 est 2,884 ; il faut déplacer 
la virgule de 58 rangs vers la droite, ce qui donne 
un nombre de millions de milliards de francs qui 
s’écrit : 


28 840000000 000 000 000 000 000000 000000 000000 000. 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE X 

179. — Trouver le 4 e terme d’une progression arithmétique 
dont le premier terme est 2 et la raison 5. 

180. — Trouver le 8 e terme d’une progression géométrique 
dont le premier terme est 5 et la raison 2 . 

181. — On raconte que l’inventeur du jeu des échecs 
demanda comme récompense : 1 grain de blé pour la première 
case de l’cchiquier, 2 grains pour la seconde, 4 grains pour 
la troisième et ainsi de suite en doublant toujours, jusqu’à 
la 64 e case. Combien de grains de blé aurait-il fallu lui 
donner pour cette 64 e case? 

182. — Quels sont les logarithmes des nombres suivants : 


32,5 

0,30923 

3240 

82,4254 

Goooo 

o,oo82345 

3,02 

0,0034597 

o,3o4 

72320 0000 


183. — Quels sont les cologarithmes des nombres précé¬ 
dents ? 

184. — Quel est le cologaritlime de 100? 

185. — Former les produits par 2 et les quotients par 2 
des logarithmes suivants : 

2,3426 1 ,85048 

2.3425 2,85048 

3.3425 3,85043 

3,3425 2,85048 

186. — Quels sont les antilogarithmes des nombres sui¬ 
vants : 

3,342 2 ^, 4 2 5 2 3 

4,3u4 2,43834 

o,435 9,57550 

I.V234 8,93782 

187. — Calculer par logarithmes les expressions suivantes ; 





... 
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^_(o,o35)* sj^booo 

342 X 3,46 xVMÂ 

___ \/35 V 42 V 26400 
“(i,34 ) 6 (3,4a ) 7 

188. — Quelle est la valeur totale d’une somme de 5oo fr 
placée à intérêts composés pendant 8 ans au taux de 3 o/o? 

189. — Quelle somme doit-on placer à intérêts composés 
au taux de 4 o/o pour obtenir i oooooo fr au bout de 75 ans? 

190. — Pendant combien d’années doivent rester placés 
iooo fr à intérêts composés, au taux de 4 0/0 pour que la 
valeur totale, capital et intérêts, devienne égale à i54o fr ? 

1J91. — Pendant combien d’années doit rester placé un 
capital de 2000 fr au taux de 3 o/b pour que la somme du 
capital et des intérêts accumulés atteigne 5ooo fr ? 
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11 4i4 

12 79 2 

13 h 39 


16 2o4l 

17 3 o 4 


18 553 


o/,3 

086 

128 

170 

212 

A 531 

492 

5311 

56g 

G07 

828 

80/, 

899 

934 

f?. 

173 

20O 

239 

271 

3o3 

492 

5a3 

553 

584 

G141 

79° 

818 

847 

8 7 5 

9°3 

068 

090 

122 

i48| 

1 751 

33o 

355 

38o 

4o5 

43o 

5771 

Ooi 

625 

048 

6721 

810 

833 

856 

878 

9°° 


969 987 oi4 I 

227 253 279 

4 80 5o4 029 

718 7 Û2 7^5 

9 4 5 967 989 


20 3oio 

! 21 232 


21 222 

! 22 /12M 


075 09O 

284 3o Al 


23 617 

i 24 802 


483 5oa 
67/1 O92 


850 87/1 


25 3979 

26 /n5o 


*o3i *o48 
200 21G 


27 3iM 

28 47 2 


362 378 

518 533 


29 02/, 


OGg 083 


l6o l8l 201 

305 385 4o4 

5Go 579 698 

7 (, 7 7 i.O 7»4 
927 9^5I 902 

*°99| * 11 0j *33 
2O0I 2811 298 J 
4a5 44o| 450 

579 59M 0°9 

728 7Û2 757 


30 1 

31 


A 7711 

7 80 

800 

914 

928 

94 2 

5o51 

o05 

079 

18 5 

198 

211 

3x5 

328 

3/|o 

54 4 11 

4531 

465 

503 

676 

587 

682 

69 4 

705 

798 

8091 

821 

1 9 l 1 

922 

,,33 

(lOV. l 

<>3 1 

x>4 2 


?: h '4 350 353 ^0 » 8 jI 303 1 

ih 30 (il 3 7 8 391 4o3 / 11 b 


539 551 | 
058 O70 
77 5 786 

888 899 


988 999r 010 


09G 107 117 

201 2x2 222 

3oA 3i4 325 

4o5 4i5 A25 

5o3 5i3 522 


45 o:> 3 -< 


599 609 G18 


0ç|3 102 7 12 

r-85 79A oû5 

875 88/1 893 

cjü/i 97 2 9 Sl 















LOGARITHMES A QUATRE DECIMALES 


50 699° 

51 7076 

52 160 

53 243 


58 634 


60 7782 


63 993 

64 8062 

65 8129 

66 196 

67 261 

68 325 


70 845i 


75 8 7 51 

76 808 


80 q<>3r 

81 v o85 


85 9294 


998 *007 

o 84 093 

168 177 

25i 259 

332 34o 

4 12 419 

490 497 

566 5 7 4 

642 649 

716 723 

789 796 

860 868 

^981 g 38 

*000 *007 

069 075 

1 36 i 42 

202 209 

267 274 

33 r 338 
3 q 5 4 oi 

457 463 

5 t g 626 
679 585 

039 045 
G98 704 

756 762 

8 r 4 820 

871 876 

927 Q 3 a 


o3G o 4 2 
090 09O 

J /) 3 1/19 

T9O 201 
248 2 53 

299 3<>4 

35n 355 

4 on 4o5 


*042 *o5o 
126 135 
210 218 
292 3oo 
372 38o 

45i 459 
628 536 
6o4 612 
679 686 

762 760 

826 832 
896 903 
966 973 
*o35 *o4i 
102 109 

169 176 
235 2/11 
299 3o6 
363 370 
426 432 

488 49-4 
549 555 
O09 615 
6G9 0 7 5 


*o5p *067 
1 43 IÔ 2 
226 235 
3o8 316 
388 3gG 

460 474 
543 55i 
O19 G27 

O9/1 701 
767 774 

S3g 846 

9 10 9*7 
98° 987 
*o48 *o55 
116 122 

182 18g 

2 48 2 54 
3i2 31 g 
376 382 
439 445 

5oo 5o6 
561 567 
O21 G27 

08 1 G8G 


727 733 7 3 q 745 


785 791 
842 848 
899 904 
954 yGo 
*009 *015 

o63 069 


325 33.» 

3 7 5 3 (80 
4.25 43o 

A 7/1 479 
523 5 2 8 


797 802 

854 85 9 
9 T0 9*6 
(j05 97 r 

*020 "025 


128 133 
180 18O 

232 238 
284 289 

335 34o 
385 3 9 u 
435 44o 
484 489 




90 2 

91 590 

92 638 

93 685 


5/i 7 552 
5g5 Goo 
643 6/17 

689 


94 731 736 7/9 


782 78G 

827 832 

97 8G8 872 877 

98 912 917 921 

99 966 961 965 


557 5G2 5G6 
Goo 609 Gi4 
652 667 GGi 
699 7 o3 708 
7/15 750 70/1 

791 796 800 
836 841 845 
881 88G 890 
92G 900 q 34 
969 974 978 


571 5 7 G 58 1 58 G 

G19 G24 O28 633 

GGG 671 675 G80 

71 3 7*7 l 22 7 2 7 

789 7 63 768 773 

8 o 5 809 81 4 818 

85 o 854 869 8 G 3 

894 899 903 908 

g 3 g 943 948 962 

983 987 991 99G 


Table d’antilogarithmes à quatre décimales. 



10 1259 


15 1413 


OI 9 021 

042 o 45 

0O7 o fi 9 
09 ï 094 
117 119 

i 43 i 4G 
1(39 172 

*97 *99 
2 25 227 


282 285 

3 12 3 1 5 
343 346 
874 877 
4 o 6 409 

489 442 
472 476 

607 5 10 

542 545 
07S 58 1 














ANTILOGARITHMES A QUATRE DÉCIMALES 


L 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 


20 

1 585 

58 9 

592 

596 

Goo 

Go 2 

G09 

G11 

6 i 4 

G18 

21 

622 

G2G 

629 

633 

687 

G 4 1 

644 

G 48 

652 

G 5 G 

22 

GGo 

6 G 3 

GG7 

671 

G75 

O79 

683 

687 

G90 

Gg 4 

23 

G98 

702 

706 

710 

714 

718 

722 

72G 

700 

7Ô4 

24 

738 

742 

74 G 

760 

754 

758 

762 

7GG 

770 

77 4 

25 

1778 

782 

78G 

79 1 

795 

799 

8 o 3 

807 

811 

81G 

26 

820 

824 

828 

832 

83 7 

84 1 

845 

849 

854 

858 

27 

862 

8GG 

871 

875 

879 

884 

888 

892 

897 

901 

28 

905 

9 T0 

9 1 4 

9*9 

923 

928 

932 

936 

94i 

945 

29 

900 

954 

9^9 

963 

968 

972 

977 

982 

98G 

99 1 

30 

ï995 

*000 

*oo 4 

*009 

*014 

”018 

*023 

*028 

*o 32 

*o 3 7 

31 

20 k 2 

o 46 

o 5 i 

o 5 G 

061 

o 65 

070 

075 

080 

08 4 

32 

089 

094 

099 

io 4 

109 

n 3 

! 18 

123 

128 

i 33 

33 

i 38 

i 43 

i48 

1 53 

i 58 

1 63 

iG8 

173 

178 

i 83 

34 

188 

193 

198 

2 o 3 

208 

2 x 3 

218 

223 

228 

234 

35 

2 289 

244 

249 

254 

269 

2G5 

270 

275 

280 

286 

36 

291 

296 

3 oi 

Soj 

3 i 2 

3 1 7 

023 

328 

333 

33 9 

37 

344 

35 o 

355 

36 o 

360 

871 

377 

382 

388 

3()3 

38 

3 99 

4 o 4 

4io 

4 1 5 

421 

4 2 7 

432 

438 

443 

44 9 

39 

455 

46o 

4 GG 

472 

477 

483 

489 

4 9 5 

5 oo 

5 oG 

40 

2612 

5 18 

523 

529 

535 

54 1 

547 

553 

559 

5 G 4 

41 

570 

5 7 6 

582 

588 

5 0 4 

Goo 

606 

G12 

G18 

624 

42 

G 3 o 

G 36 

642 

G49 

G 55 

GGi 

667 

G 70 

G79 

G 85 

43 

G92 

G98 

704 

710 

71O 

723 

7 2 9 

706 

742 

748 

44 

754 

761 

7G7 

773 

78c 

78G 

79 8 

799 

8 o 5 

812 

45 

2818 

825 

83 ! 

838 

844 

85 ! 

858 

864 

871 

877 

46 

884 

891 

8 97 

9°4 

911 

9*7 

9 2 4 

93 ï 

g 38 

944 

47 

f 9 Sl 

958 

gG 5 

97 2 

979 

986 

9 9 2 

999 

*006 

*oi 3 

48 

3020 

027 

o 34 

o 4 1 

o48 

o 55 

0G2 

0O9 

07G 

080 

49 

090 

097 

io 5 

112 

!KJ 

12G 

1 33 

i 4 1 

i 48 

1 55 

50 

3 iG 2 

170 

ï 77 

1 84 

W 

1 90 

2oG 

2 14 

221 

228 

51 

23 G 

2 43 

261 

268 

2 0( j 

278 

28l 

2 8 9 

2C)() 

3 o 4 

52 

3 i 1 

3 19 

327 

334 

342 

35 o 

35 7 

3 65 

373 

38 1 

53 

888 

39G 

4 o 4 

4 12 

420 

428 

43 G 

443 

45 I 

4 5 0 

54 

4O7 

470 

483 

4 gi 

499 

5 08 

510 

524 

532 

54 0 

55 

3548 

55 G 

5 G 5 

5 7 3 

58 1 

589 

5 97 

60G 

014 

62 2 

56 

03 1 

G39 

G 4 8 

G 5 G 

604 

678 

G81 

Goo 

G()8 

707 

57 

7 i 5 

724 

733 

741 

75 o 

758 

7G7 

7 7 G 

784 

79 8 

58 

802 

811 

819 

828 

837 

840 

855 

864 

8 7 3 

882 

59 

890 

8 99 

9°8 

9 l 7 

92O 

c)8G 

945 

954 

9 63 

97 2 


Borel. — Algèbre^ cycle. 


2 4 
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60 3981 990 

61 /107A o 83 

62 1O9 178 

63 2GG 276 

64 305 375 

65 A6G7 477 


70 5oi2 

71 129 


74 4 q 5 

75 5623 

76 704 

77 888 

78 C02G 

79 1G6 

80 63 io 


85 7079 

86 244 


91 8128 

92 3 18 


95 8918 

96 o l 20 


*009 *018 027 

102 ni 121 

198 207 217 

292 3 o 5 3 1 5 

3qd /io6 4i6 

498 5 o 8 5 19 

6 o 3 6 i 3 62/1 

710 721 732 

819 83 1 8/(2 

982 943 955 

0/17 o 58 070 

i64 176 188 

284 297 3c>9 

4o8 420 433 

534 546 55 q 


808 821 
943 9 5 7 
081 otj 5 
223 237 

308 383 
5 iG 53 1 
608 083 
823 83 q 
982 9Ü 8 


09G 

I 12 

129 

i 45 

1O1 

178 

20i 

278 

21)5 

Sri 

00 

C‘O 

345 

43 o 

447 

404 

482 

499 

5 1 0 

Go 3 

Ü2 I 

G 38 

05 G 

07/1 

O91 

780 

79 y 

81G 

834 

85 a 

870 

9C2 

980 

99 s 

‘017 

*o 35 

*o 54 

147 

iGG 

1 85 

2û/| 

222 

24 1 

337 

350 

875 

3q5 

414 

433 

53 1 

55 1 

570 

590 

Gio 

G 3 o 

780 

700 

770 

790 

810 

83 1 

q 33 

q 5 4 

97-4 

99 5 

*0 iG 

*o 3 G 

1 4 1 

10 2 

1 83 

20/1 

22G 

247 

354 

07 G 

s 97 

419 

44 1 

4 G 2 

672 

5 i)/i 

G1G 

G 38 

(>() i 

08 3 

n f* 5 

817 

84 0 

803 

88G 

908 


*o 55 oG/j 
i 5 o 169 
2/1O 250 

345 355 
446 457 

55 o 5 Go 
050 OG7 
704 77 5 
875 887 

989 *000 j 

xo 5 117 ' 
226 230 

340 358 
470 483 
598 Gio 

728 7/11 

8G1 875 
OqB *012 
1 38 i 5 a 

281 295 


397 412 427 4/12 

540 50 1 577 5 q 2 

O99 7i4 73° 745 

855 871 887 yoa 

*01 5 *031 W17 *üG 3 

i 7 8 194 ai 1 228 


870 889 907 O» 5 


2 Go 279 299 


')<] *078 *099 

68 200 3 11 


*o 3 G *o 46 
i 3 o i/jo 
227 a 30 

320 335 

42G 430 

029 539 

034 045 

742 753 

853 804 

9OO 977 

082 oq 3 
200 212 

321 333 

445 458 

672 585 

702 7i5 

834 848 

970 984 

109 124 
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EXERCICES DE RÉCAPITULATION 

192. — Résoudre et discuter le système 

y — 3# — h __ hy — 4-r 
a? -j- 2 y — 3 3x -j- 5y — 2 

dans lequel a? et y désignent les inconnues et t un nombre 
donné, positif ou négatif. 

193. — Trois événements futurs A, B, C sont tels que l’un 
d’eux seul se produira à l’exclusion des deux autres (par 
exemple, de trois coureurs, un seul arrivera premier; de 
trois candidats, un seul sera élu, etc.). Pierre tient une agence 
de paris dans les conditions suivantes; si un parieur lui 
verse x fr*ancs en pariant pour A, il lui remboursera ax francs 
si l’événement A se produit et ne lui remboursera rien si 
l’événement A ne sc produit pas; a est dit la cote de A; on 
désignera de même par b et c les cotes de B et de C. Ceci 
posé quelles sommes x , y, z doit-on parier respectivement 
sur les événements A, B, C, pour gagner sûrement m francs, 
quel que soit l'événement qui se produit. Quelle condition 
doivent vérifier a , A c pour que ces sommes soient toutes 
trois positives. Dans le cas où ces sommes sont négatives, ce 
qui sera toujours le cas si Pierre 11 ’est pas trop maladroit, on 
peut seulement résoudre le problème suivant : s’arranger de 
manière à perdre, quoiqu’il arrive, une même somme m. 

194. — Calculer les côtés d’un triangle connaissant les 
médianes a, [3, y. Dans quel cas le triangle trouvé est-il rec¬ 
tangle ? 

195. — Résoudre le système : 

( x -f- y = a 

( xy — b 

Discuter. 

196. — Résoudre le système : 

( x+y =a 

( ** + y 2 = b ~ 

Discuter. On pourra ramener ce problème au précédent. 

197. — Résoudre le système : 

( .z? +y = « 

( + y 2 = b?i 
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Discuter. On pourra ramener ce problème au n° 195 en 
. exprimant x z -j- J 3 au moyen de x-y et de xy. La même 
remarque s'applique aux deux exercices suivants. 

198 . — Résoudre et discuter le système : 

U +3/ — a 

( 7/^ = 

199. — Résoudre et discuter le système : 

{ v + y = a 

\ = b& 

200. — Résoudre le système : 

+y J r z — a 

) x 2 _|_ y2 ^2 — a 2 

[ iC 3 -j- î / 3 -j- S 3 = a 3 

201. — On donne la hauteur /z, le volume et l’un des 

rayons de base r d'un tronc de cône; calculer l’autre rayon 
de base. 

202. — On donne un triangle ABC ; déterminer sur BC un 
point O tel que le parallélogramme admettant pour côtés les 
droites AB, AC et les parallèles à ces droites menées par le 
point O ait un périmètre donné il. 

203. — On donne un triangle ABC rectangle en A; déter¬ 
miner sur BC un point 0 tel que le rectangle ayant pour 
côtés les droites AB, AC et les parallèles à ces droites menées 
par O, ait une aire donnée ni 2 . 

204. — Étant donné un triangle ABC, on appellera rec 
tangle inscrit dans ce triangle un rectangle MNPQ tel que M 
soit sur AC, N sur AB, P et Q sur BC ; on demande de délcr 
miner un tel rectangle connaissant son périmètre ia et son 
aire b 2 . 

205. — Étant donné un triangle ABC on demande de 
déterminer un triangle rectangle tel que les différences entre 
ses côtés pris deux à deux soient les memes que pour le 
triangle donné. Discuter. 

206. — Dans un triangle ABC on donne le côté BC = < 7 , 
l’angle A et la hauteur h issue du sommet A ; calculer les 
côtés AC = b et AB = c ; discuter. 

207. —• Dans un triangle, on donne le côté a , le rayon R 




EXERCICES DE RÉCAPITULATION 


373 


du cercle circonscrit et la médiane m correspondant au 
côté a; calculer les côtés b et c. Discuter. 

208. — Dans un triangle, on donne le côté a> la somme 
b + c des deux autres côtés et l'angle A opposé au côté a; 
calculer les côtés b et c. Discuter. 

209. — Soit ABC un triangle, AH la hauteur, AS la bis¬ 
sectrice, AM la médiane, issues de A (H, S, M sont situés 
sur BC), résoudre le triangle connaissant les longueurs 
AH — A, AS = 5 , AM = m. Discuter. 

210. — Couper un trièdre trirectangle par un plan de 
façon que le triangle obtenu soit égal à un triangle donné. 

211. — Etant donné une sphère du centre O et un petH 
cercle (C) de cette sphère on désigne par (2) la plus petit* 
des deux portions en lesquelles le plan de (C) partage la 
sphère et par (r) le cône qui a pour sommet 0 et pour base 
(C). On donne le rayon R de la sphère et on demande de 
déterminer la distance x du plan de (C) au centre de la sphère 
de manière que l’aire de la calotte (S) soit égale à m fois 
l’aire latérale du cône (r). Discuter. 

212. — Les notations étant les mêmes que dans l’exercice 
précédent, déterminer x de manière que le volume de la 
calotte (2) soit égal à p fois le volume du cône (r). Discuter. 

213. — Dans un triangle on donne un côté a , la différence 
b — c des deux autres côtés et le rayon du cercle circonscrit; 
calculer les angles B et C. Discuter. 

214. — Dans un triaugle on donne la surface S, le péri¬ 
mètre 2 p et l’un des angles A; calculer les deux autres angles 
B et C. Discuter. 

215. — On considère l’équation du second degré en x : 

(i) x 2 — 6x -J- 5 —j- z (# 2 — Sx -j- 6) = o. 


Quelles sont les valeurs de z pour lesquelles les racines 
de cette équation sont égales? On désignera ces valeurs par 
z x et z 2 ; par x t la valeur commune des racines de ( i ) pour 
z = z l , et par x 2 leur valeur commune pour z — z 2 . Soient 
maintenant#' et#" les racines de (i) pour une valeur quel¬ 
conque z, distincte de z i et de z 2 ; on demande de calculer la 

—ÿ-et de vérifier que 


-si) ( 


valeur de l’expression : 7—7 - 

1 (#' —# 8/ 
cette valeur ne dépend pas de s. 
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PRÉFACE 

DE LA TROISIÈME ÉDITION 


Les modifications apportées en 1905 aux programmes de 
1902 sont, en Algèbre, peu importantes. La plus considérable, 
en apparence, est la nouvelle rédaction du programme de 
Première ; ce programme étant en même temps un programme 
d’examen, il a paru nécessaire de le rendre précis au lieu de 
se borner aux mots vagues de révision et applications. Mais, 
en réalité, il n'y aura presque rien de changé, car les appli¬ 
cations spécifiées dans le programme étaient en général 
données en exercices par les professeurs : la plupart d’entre 
elles figuraient déjà dans les premières éditions de ce livre. 

Cependant, pour tenir compte du fait que l’Algèbre prend 
plus d’importance en Première, j’ai ajouté une centaine de nou¬ 
veaux exercices; je les ai placés à la fin, de manière à n’avoir 
pas à modifier le numérotage des anciens; mais ils sont 
classés par chapitres et la plupart d’entre eux peuvent être 
traités en même temps que ceux qui se trouvent à la fin des 
chapitres. Il y en a cependant quelques-uns, que l’on recon¬ 
naîtra aisément et qui constituent plutôt des compléments au 
cours. On m’avait demandé d’introduire dans le texte certains 
de ccs compléments; je ne l'ai pas fait, voulant ne pas 
contribuer à enfler le programme. Car il me paraît certain 
que l’enflure des programmes, sous l’influence combinée de 
certains cxaminaLeurs et de certains préparateurs d’examens, 
est une plaie de notre enseignement. Cette plaie est d’autant 
plus grave que les professeurs sérieux ne peuvent pas toujours 
résister aux pressions diverses qui s’exercent sur eux pour 
qu’ils imitent les préparateurs d’examens. 

J’ai cependant introduit un paragraphe nouveau, 143 bis, 
parce qu’on me l’a demandé de plusieurs côtés, en m’assu¬ 
rant que l’opinion générale est que la sommation des termes 
des progressions arithmétiques et géométriques figure au 
programme. Il me semble qu’il suffit de lire les programmes 
d’Algèbrc de 1902 et de 1905 pour s’assurer qu’elle n’y figure 
pas; j’ai cependant cédé devant une opinion qui m’a paru 
presque unanime. 





PRÉFACE DE l’aLGÈBRE (TROISIEME ÉDITION) 

Je tiens à remercier, en terminant, tous les professeurs de 
l’enseignement secondaire qui ont fait bon accueil à ce livre, 
et en particulier ceux qui ont bien voulu me signaler des 
erreurs à corriger et des améliorations à effectuer. J’espère 
qu’ils voudront bien me continuer leur concours. 

Je dois des remerciements particuliers à M. Alexandre Thy- 
baut et à M. Louis Vauthier, dont les conseils basés sur 
leur expérience personnelle de l’enseignement secondaire 
m’ont été précieux. 


Paris, le 15 octobre 1905. 



ALGÈBRE 

SECOND CYCLE 


CHAPITRE X 

PROGRESSIONS ET LOGARITHMES. 
INTÉRÊTS COMPOSÉS 


I. PROGRESSIONS ARITHMÉTIQUES ET GÉOMÉTRIQUES 

i4^- Progressions arithmétiques. 

t 43. Progressions géométriques. 

i43 ùis. Somme des termes d'une progression 
arithmétique ou géométrique. — 11 est utile, clans 
bien clés questions, de savoir calculer la somme des 


— m — 
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termes d’une progression arithmétique ou d’une 
progression géométrique ; nous allons établir les 
formules générales qui font connaître ces sommes; 
la méthode par laquelle on établit ces formules 
peut d’ailleurs être utilisée dans bien d’autres ques¬ 
tions. 

Soit d’abord une progression arithmétique dont 
le premier terme est a et la raison /’/ si l’on désigne 
par n le nombre des termes, nous avons vu que le 
dernier terme l est donné par la formule 

lz=za-\-[n — i)r. 

La somme des termes peut donc s’écrire : 

S = — 2 ) r } +[^4- (n — i)r], 

ce qui donne, en réduisant les termes semblables, 

S mi tio. —P* 2 “■f— • "4~ [n — 2 ) Hr* (ti — i)Jr. 

Le coefficient de r est la somme des n — 1 pre¬ 
miers nombres entiers; on est ramené à calculer 
cette somme. On peut remarquer que les nombres 
entiers successifs constituent une progression 
arithmétique particulière; c’est à la sommation de 
cette progression arithmétique particulière que 
l’on a ramené la sommation d’une progression 
arithmétique quelconque. 

Nous allons donc nous proposer de calculer la 
somme des n premiers nombres entiers, c’est-à- 
dire la somme : 


S , = I + 2 + 3 + ... + (« — 1 ) -f- Tl. 

Nous remarquerons que l’on peut écrire aussi : 
S' = n 4- [n — 1] + ... i, 

— iv — 
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et, par suite, en ajoutant les deux égalités précé¬ 
dentes et réunissant les termes qui occupent le 
meme rang dans les deux seconds membres, on 
obtient : 

aS / ~(i —1— /?■) —I— —1— (n.—i)J—{—. .-+-[(/*— i) —j— q,J —j— J^72 —1— iJ, 

c’est-à-dire : 


Q,S'= (71 -h i) H- (72-4- i) -4- ... -+- (/? +i) + (n+ i)’ 

le nombre des parenthèses du second membre 
étant n; on a donc : 

aS / = n(n H- i), 

et, par suite : 

g, n(n -h i) 

2 


Telle est la somme des n premiers nombres 
entiers. 

11 est maintenant aisé de calculer la somme S, 
où figurait la somme des n —i premiers nombres 
entiers, comme coefficient de 77 011 trouve ainsi : 


On aurait pu aussi calculer directement S en 
employant une méthode analogue à celle que nous 
avons suivie pour S'; en écrivant : 

b 1^—- ci —|— b —... —|— k —(— L 

S — / —[— k —j— ... —|— b — o, j 

on obtient : 


2.S — -f~ l) -4- ~1— /»') H- ... -|~ (/>' I" b'j -|- ~|™ tt). 


V 
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et comme toutes les parenthèses sont égales il en 
résulte : 

2S = n[a -j~ l) 

(2) s ==-( a "+'/)> 

formule parfois plus commode que la formule (1). 

Les nombres impairs forment une progression 
arithmétique de raison 2 ; calculons la somme des 
n premiers nombres impairs : 

(2 71 1). 

Nous aurons a= 1, r=% et, par suite : 

S" = re-+-2 + —" = " 2 - 

2 


C’est là un résultat très remarquable par sa 
simplicité. On peut l’établir directement à l’aide 

d’une figure très 
simple (fig. 60). 

Con sidérons 
deux axes rectan¬ 
gulaires Chr, O y 
sur lesquels sont 
portés des lon¬ 
gueurs égales : 

1 . Celte égalité est 
évidente car chaque 
parenthèse est la 
somme de deux termes 
et, lorsqu’on passe 
de l’une d’elles à la 

_ suivante, 

l’un des ter- 

Fig. 60. mes au 8’“ 

mente de r 

et l’autre diminue de r; la somme reste constante : on a, par 
exemple : è = a -f- r, k~l — r. 
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OA=AD = DG = GL = GP = OG = CF = FK = KN = NR. 

I Traçons en traits forts les carrés O ABC, ODEF, 
OGHK, OLMN, OPQR et en pointillés les lignes 
qui divisent ces carrés en carrés égaux; il est clair 
que l’un des grands carrés, par exemple OPQR 
renferme un nombre de petits carrés égal au carré 
de son rang; à 5 2 = n5 pour l’exemple choisi; 
d’autre part, pour évaluer ce nombre de petits 
carrés, nous pouvons remarquer que nous avons le 
carré OABC, c’est-à-dire i carré, puis les petits 
carrés compris dans la figure ABCFEDA, au nombre 
de 3 (ils sont numérotés i, 2, 3 ); puis les 5 petits 
carrés compris entre DEF et GHK (numérotés 1, 2, 

3 , 4 ? 5 ), etc., c’est-à-dire un nombre total de 
petits carrés égal à : 

ï -4- 3 -I- 5 -h 7 -h 9 , 

c’est-à-dire à la somme des 5 premiers nombres 
impairs. 

On voit ainsi que la somme des n premiers 
nombres impairs est égale à n 2 , résultat utile à 
retenir. 

Somme des carrés des n premiers nombres entiers. 

•— Comme application, proposons-nous d’évaluer la somme 
des carrés des 11 premiers nombres entiers. Nous la 
désignerons par Sa, appelant pour la symétrie, Si la 
somme des n premiers nombres entiers. On s’appuie sur 
l’identité 


{% -f- i) 3 — x* = 3^*2 -j— 3.r -j- I 

dans laquelle on donne successivement à x t les valeurs 1 , 
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2 ,...., n; on obtient ainsi 


2 3 — I 3 — 3 #I 2 _j_ 3 .ï x 

33 - 2 3 = 3.2 2 -f- 3.2 -j- I 

4 3 —3 3 ~ 3.3 2 -j- 3.3+ I 

53 — 43 = 3.4-2 _j_ 3.4 ! 


(n -f- 1) 3 — /j 3 = 3/j 2 -f- 3 /j 1 


et, en ajoutant, il vient : 

(n -j- i) 3 — 1 = 3S 2 + 3Si 4 - 

En remplaçant Sj par sa valeur ^ et chassant le déno¬ 

minateur, il vient : 


6 S â = 2 (n 3 -f 3// 2 + 3») — 3/j 2 — 3n — sn 
= 2 /j 3 -f* 3/J 2 -f- 7J 
= n (n -f- 1) (2/J -f 1) 


c’est-à-dire : 

o _ 71 ( n H - *) ( 2M 4 *0 

s 2 _ g * 

Telle est la formule demandée. Une méthode analogue 
donnerait la somme des cubes. 


On donnera aux Exercices (p. 391) d’autres appli¬ 
cations de la somme des termes d’une progression 
arithmétique. 

Occupons-nous maintenant d’une progression 
géométrique, dont nous désignerons le premier 
terme par a et la raison par q; si la progression a 
n termes, le dernier terme l est donné par la for¬ 
mule : 

l = aq n ~ l . 

Nous nous proposons d’évaluer la somme : 

S = a -+- uq “i— • • • aq n ~ l t 


VIII 
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nous avons : 


Sq = aq -h aq 2 -f- aq n 3 


et, par suite, en retranchant les deux égalités pré¬ 
cédentes : 

S(i — q)=za — aq n , 

c’est-à-dire : 


ï—q 


Dans le cas où q est plus grand que i, on écrira, 
de préférence : 


S = a 


q n —ï 

? 

q— 1 


mais il est clair que c’est la meme chose, 

On peut aussi écrire : 

g_ Ig — a 

~~ ( 1 — 1 ’ 

tétant le dernier terme de la progression en remar¬ 
quant que l’on a : 

l — aq n ~ i . 


Dans le cas où la raison q est supérieure à l'unité, la 
somme S devient évidemment de plus en plus grande à 
mesure que n devient plus grand et finit par dépasser tout 
nombre donné d’avance; au contraire, lorsque q est inférieur 
à i, la somme S grandit bien toujours (si a et q sont posi¬ 
tifs), - — - - a 


mais ne dépasse pas - 


elle diffère d’ailleurs 


d’autant moins de que n est plus grand. Comme 

exemple de progression géométrique décroissante, on peut 
citer les fractions décimales périodiques (voir Exercice 3i3). 



EXERCICES SUPPLÉMENTAIRES 


CHAPITRE I 

216. — Démontrer que la n ième puissance d’un nombre 
négatif est un nombre positif ou négatif suivant que n est 
pair ou impair. Calculer les valeurs de l’expression 

3 + (- if 4 + (- i f n 5 + (- if" + 1 7 

en supposant successivement n pair et impair 

217. — Calculer la valeur de y donnée par la formule 

y = 5x^ — kx- + 3 


en supposant x== — 2 . 

218. — Calculer la valeur de z donnée par la formule 

z = 3.r2?/2 _ l\x~y + ^ xyï — xy + y * 

en supposant x~ — o,i ; y= io. 

219. — Trouver la relation qui existe entre les abscisses 
de quatre points A,B,C,D, d’une droite formant une division 
harmonique, c’est-à-dire tels que l’on ait : 

CÂ_ DA 

CÏÏ“ Üb* 

220. — Que devient la relation précédente lorsque l’on 
suppose que l’origine des abscisses coïncide avec le milieu de 
AB? lorsque cette origine coïncide avec le point A? 

221. — Démontrer que a,[B,y étant les distances aux côtés 
d’un triangle équilatéral d’un point M intérieur à ce triangle, 
on a 


« + P + Y = k > 

h désignant la hauteur du triangle. Quelles conventions de 
signe faut-il faire pour que celle relation subsiste quelle 
que soit la position du point M dans le plan du triangle? 

-Xï - 
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CHAPITRE II 

222. — Diviser le polynôme : 

+ 8 a^b^x 1 * -f-1 2a^b^x 1 

par le monome 6 a k b*x l 

223. — Diviser le polynôme 

8a 2 x"'y 8 -j- ha^x^y 1 -j- 32 a§x 8 y 8 

parle monome 16 aïx^y 1 . 

224. — Étant donné le polynôme 

9 a 8 b°x 8 y 1 z^ -f- 3 a^x^y-z^ -J- 45Æ 8 y 7 s* 

quelles sont les plus grandes valeurs que l’on peut donner 
aux exposants m,n,p,q,r pour que ce polynôme soit divisible 
par le monome 

71 o) n b n x v y q z T 

Quel est alors le quotient? 

225. — Vérifier les identités : 

æ»i — a™ = {x — a) (jw-l _j_ ax'n —2 _|_ ... -J- &ra —1) 

/p2?n — a 2m = {x rt) — 1 — (il r2m —2 _|_ a 2 x Ç>m — 3 — <t< — q2:jî—1) 

x 2m+l -j- + i — ( x -f- a) (x 2m — ax 2m ~- 1 -)-•••+ a ' m )- 

226. — Vérifier l’identité 

a 2 (b — c) + b 2 {c — a) -j- c\a — b)-\-(a — b) (b — c) (c — a) = o. 

227. Vérifier l’identité 

4[(«<f —* ca f ) 2 — ( ab r — ba') ( bc r — ci')] 
as (aac' + 2Ca' — bb f ) 2 — (b 2 — hac) (b' 2 — t+a'c'). 


CHAPITRE III 


228. — Résoudre l’équation 


3-r — i 
x — I 



+ i. 
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Résoudre les équations 


x — a 

+ 

x — b 


X — c 

1 1 

2t>C 

2 ca 

+ 

iab 

~~ a^V 

a — b 


b — c 

+ 

c — a 


X — I 

+ 

X - 2 

x — 3 ' 

— o 

x — a 


X — b 


x — c 

3.r 

6 + c 

+ 

c -f- a 

+ 

a b' 

“ a + b - 

a- -f- a 


«2 — 

X _ 

__l\cibx 

-f- 2Û 2 — 

b 2 — x 

62 + 

X ~ 


64 — #2 


230. — Résoudre le système 

( x -{- y - f- z ~m 
s ax - f- by —|— cz = o 
( -f- -j- c 2 s = o. 

231. — Résoudre le système 

S x -\~ y z — u = i5 
57 4 ~ y C -J- = a3 

x — y ~ — 35 

— x + y + 5 + “ = a- 

On pourra prendre comme inconnue auxiliaire la somme 

# + y + « + u — s. 

232. — Résoudre le système 


On prendra comme inconnues auxiliaires - et 

x y 

233. — Résoudre le système 


l —-1 --ô = i5 

{ h 5 __ g 

\ x — i y — 3 

On prendra comme inconnues auxiliaires —-— et 1 -k. 

x — 1 J —3 

234. — Résoudre le système 

J |_ 7 

23? -f- 3y — 5 ~ 5x — 8y -f- i 2 

_ à _ iji __ 

2 X -\- 3y — 5 bx — üy -J- m I# 
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On prendra pour inconnues auxiliaires ■ ^ et 

?- 3 —;-; une fois ces inconnues auxiliaires calculées, 

5a; — + 1 2 ’ 

on sera ramené à un autre système du premier degré pour 
calculer x et y. 

235. — Résoudre le système 

1 l 1 e 

■--i— = i5 

X —y l x-\-y 

k 5 

x — y x-Y y 1 

236. — Résoudre le système 

xyz = a (y z — zx — xy) — b[zx — xy — yz) = c(pcy — yz — zx). 

237. — Résoudre le système 

zu -f- uy -j- yz = yzu 
ux -j- xz -j- zu = zux 
xy -j- y u -f- ux = uxy 
yz -f- zx -j- xy = xyz . 

238. — Démontrer que Ton peut élever au carré les deux 
membres d’une inégalité dans le cas où ils sont positifs 
tous les deux . 

Montrer par des exemples que cette opération n’est pas 
toujours légitime lorsque les deux membres ne sont pas de 
même signe. Que se passe-t-il lorsqu’ils sont négatifs tous 
deux? 

239. — Lorsqu’une inégalité renferme un dénominateur 
dont on ne connaît pas le signe on peut, pour la résoudre, 
multiplier par le carré du dénominateur qui est toujours 
positif. Appliquer celte remarque à la résolution des inéga¬ 
lités suivantes 

3.r— 5 3r — 8 

X - I ^ X - 1 

(a 2 -f- b-)x . . . ah x . .. 

V tt _ b + ( a + b ) x >JZZ^ J r^ a — b ) x - 

CHAPITRE IV 

240. — On considère un cercle de centre O; soit AB un 
diamètre de ce cercle ; on trace deux cercles ayaut respecti- 
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vernent pour diamètres AO et BO ; calculer le rayon d’un 
cercle tangent à ces trois cercles. 

241. — On donne deux cercles égaux; calculer le rayon 
d’un cercle langent à ces deux cercles et à la droite qui joint 
leurs centres. 

242. — On donne un cercle et une tangente à ce cercle. 
Déterminer sur le cercle deux points A et B tels que, en 
désignant par AA', BB' les perpendiculaires abaissées de ces 
points sur la tangente donnée, le quadrilatère ABA'B' soit 
un carré. 

243. — Un vaisseau fait en dix heures uo milles en 
suivant le courant et 70 milles en le remontant. — Lors 
d’un autre voyage il fait dans le même temps 88 milles en 
suivant le courant et 84 milles en le remontant. — Combien 
de milles ce vaisseau peut-il faire à l’heure dans une eau 
calme et quelle est la vitesse du courant? 

244. — Un marchand a deux tonneaux renfermant des 
quantités inégales de vin. Il verse du premier tonneau dans 
le second une quantité de vin égale à celle que contenait le 
second tonneau; puis il verse du second tonneau dans le 
premier une quantité de vin égale à celle qu’il avait laissée 
dans le premier tonneau; enfin il verse du premier tonneau 
dans le second une quantité de vin égale à celle qu’il avait 
laissée dans le second tonneau. Chaque tonneau se trouve 
alors contenir 80 litres. Combien contenaient-ils au début 
l’un et l’autre ? 

245. — Deux corps se meuvent le long d’une circonférence, 
dans le même sens', à partir de deux points différents. La 
plus petite distance qui les sépare, mesurée le long de la 
circonférence, est de 16 mètres; l’un des corps rattrapera 
l’autre en 32 secondes s’ils se meuvent dans un sens ou en 
40 secondes s’ils se meuvent dans le sens opposé. Tandis 
que l’un fait une fois le tour de la circonférence, la distance 
parcourue par l’autre excède de 4 m ,5o la longueur de la cir¬ 
conférence. Quelle est cette longueur et avec quelle vitesse 
se meuvent les corps? 

246. — Un éleveur a une qualité de fourrage suffisante 
pour nourrir ses vaches durant un laps de temps. S’il ven¬ 
dait 75 vaches, son fourrage durerait 20 jours de plus. S’il 
en achetait 100 au contraire, il durerait 10 jours de moins. 
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Combien a-t-il de vaches et pour combien de jours a-t-il da 
fourrage ? 

247. — Un alliage de plomb et d’étain pèse 20 kilo¬ 
grammes; lorsqu’on le plonge dans l’eau, il perd 2 kilo¬ 
grammes de son poids. Trouver le poids du plomb et de 
rétain contenus dans l’alliage sachant que 5 kilogrammes 
d’étain perdent 685 grammes de leur poids si on les plonge 
dans l’eau et que 2 k s,5 de plomb perdent 223 grammes. 

248. —-On emploie un certain nombre d’hommes durant 
6 heures pour transporter un tas de pierres d’un endroit à 
un autre. S’il y avait eu deux hommes de plus et si chaque 
homme avait porté 4 kilogrammes de plus à chaque voyage 
il y aurait eu une heure de travail en moins. S’il y avait 
eu trois hommes de moins et si chaque homme avait porté 
5 kilogrammes en moins à chaque voyage il y aurait eu 
2 heures de travail en plus. Combien y avait-il d’hommes et 
combien de kilogrammes chaque homme transportait-il par 
voyage ? 

249. — La capacité totale de trois tonneaux est de 
1 440 litres. Deux de ces tonneaux sont pleins et le troisième 
est vide. Pour remplir le tonneau vide il faut tout le contenu 
du premier tonneau et i/5 du contenu du second, ou tout le 
contenu du second et i/3 du contenu du premier. Quelle est 
la capacité de chacun des tonneaux? 

250. — Trois frères désirent acheter une maison valant 
70 000 francs. Aucun d’eux n’a assez d’argent; si l’aîné don¬ 
nait au second un tiers de ce qu’il possède ou au troisième 
un quart de ce qu’il possède, chacun des deux derniers 
aurait une somme suffisante pour acheter la maison. Mais 
l’aîné emprunte au troisième la moitié de sa fortune et 
achète la maison. Combien possédait chaque frère? 

251. — Quatre hommes ont un travail à faire, A et B le 
feraient en 10 jours. A et C en 12 jours, A et D en 10 jours 
et B, C et D en 7 jours 1 /a. Combien de temps mettrait chacun 
de ces hommes séparément et en combien de temps le feront- 
ils tous réunis ? 

252. — Résoudre le système 

11 g# -j- ( 2 X — 1 ) sin y == 4 
( 2 I + 3) tgx + (lik — 5) sin i/ = 8. 
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Discuter. Quelle valeur faut-il donner à X pour que siu y 
soit égal à soit égal à— i ? Quelles sont alors les valeurs 
de 

253. — On considère une ligne brisée plane dont les 

angles sont tous droits : Les côtés AiBj, 

A 2 B.„ A 3 B 3i A^B 4 sont donc tous parallèles à un meme 
axe oxj on désignera par l\, 1 2 , / 4 leurs longueurs, comp¬ 

tées avec un signe ; on suppose de plus, que A,JB 4 est sur la 
même droite que AiBi. Ceci posé, on suppose que les côtés 
AiBi, AoB 2 , A 3 B 3 , A 4 B 4 sont des barres métalliques dont 
les coefficients de dilatation linéaire sont respectivement 
X, > 2 , X.v X 4 . Déterminer les longueurs que l’on doit donner 
à ces barres pour que : 

i° la distance AiB 4 soit égale à 3 mètres à toute tempéra¬ 
ture ; 

2 0 AA et A3B3 soient égaux et de même sens; 

3° A 2 B 2 et A 4 B 4 soient égaux et opposés. 

Discuter. 

254. — La figure étant la môme que dans fexercice pré¬ 
cédent, on suppose que les 4 métaux considérés sont tels 
que la longueur d’une barre de longueur li\ zéro est donnée, 
à la température t, par les formules suivantes : 

lt = l(i —j— ciji -j- 

lt ' = — ^(i + b.)t~ -j- 

lt ==: /(i —[~ "H - ^ 3 ^" 

lt = l( 1 + a h t -j- b, { t~ -j- C:p) 

pour les quatre métaux respectivement. Déterminer les lon¬ 
gueurs des barres par la condition que AjB 4 soit égal à L 
pour toute valeur de t, Discuter. 

CHAPITRE V 

255. — La pente d’une route étant supposée régulière, 
déterminer l’altitude du point situé à i5 kilomètres de l’ori¬ 
gine de la route, sachant que les points situés à 5 kilomètres 
et à 40 kilomètres de l’origine ont pour altitudes respectives 
i 4‘2 mètres et 702 mètres. 

256. — Trouver l’équation de la droite qui passe par le 
poiut x = 2 , j = 3 et par le point a? = 7 , y = — 4 . On fera 
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la figure en prenant le centimètre pour unité et on vérifiera 
que l’abscisse du point d’intersection avec Ox a bien sur la 
figure la valeur que l’on déduira de l’équation. 

257. — Trouver l’équation de la droite qui passe par le 
point x — — 2 , y — — 5 et par le point x = 4> y — 1 - Même 
vérification que dans l’exercice précédent. 

258. — Montrer que l’angle Y de deux droites de coeffi¬ 
cients angulaires (ou pentes) m et m' est donné par la for¬ 
mule 

_ m' — m 

t g V = 1-7 • 

° i -j- ni /n. 

On démontrera d’abord cette formule sans s’inquiéter du 
signe et l’on déterminera ce signe sur les exemples suivants : 


i° 

2 ° 

3° 

4° 

5° 


m — 2 
m = — 3 
ni = 4 

771 = — i 
771 = 2 


m' = i 

77l' ~- 2 

m' = — i 

m’ =. k 
771' = - 3. 


On fera une figure dans chacun de ces exemples, en faisant 
passer les droites par l’origine. 

259. — Les sommets d’un triangle ABC ont pour coor¬ 
données 

A x = 2 y = 3 

B x = 5 y = 2 

C x = 4 7 / = G. 

Former les équations des côtés, en déduire leurs pentes, 
et calculer ensuite les angles du triangle. 

On fera la figure en prenant le centimètre pour unité. 

260. — Démontrer que pour que deux droites soient 
rectangulaires, il faut et il suffit que leurs coefficients angu¬ 
laires m et m' vérifient la relation 


mm ' = 


i. 


Trouver l’équation de la droite menée par l’origine O per¬ 
pendiculairement sur la droite 

2 .r — 3/y = 5. 

Faire la figure en prenant le centimètre pour unité. 
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261. — Trouver l'équation de la perpendiculaire abaissée 
du point x = '2 y = 3 sur la droite 

2x by -f- i = o 

et calculer les coordonnées du pied de cette perpendiculaire 
On fera la figure en prenant le centimètre pour unité 

262. — Former les équations des hauteurs du triangle 
ABC de l’exercice a5p; calculer les coordonnées des pieds 
de ces hauteurs et de leur point d’intersection (on vérifiera 
qu’elles se coupent toutes trois en un môme point). 


CHAPITRE VI 


263. — On appelle équation aux inverses des racines 
d’une équation donnée du second degré une équation qui 

admet pour racines ^ et , si l’on désigne par x' et x" les 

les racines de l’équation donnée. Démontrer que l’équation 
aux inverses des racines de l’équation 


ax 2 b x -f- c = o 

est la suivante 

ex 2 -f- bx -J- a = 0 . 


En déduire une discussion du cas où a esL nul, discussion 
qui devra conduire aux résultats du n° 10 * 2 . 

264. — Étant donnée une équation du second degré, dont 
les racines sont x' et x" 


ax 2 -J- bx -J- c = o 
démontrer que l’équation 

a{y — h)-2 b(y — A) + <r = O 

a pour racines y' = x 1 -f- h et y" = x" + h. 

Déterminer h de manière que cette dernière équation soit 
privée de second terme. En déduire une nouvelle manière 
d’obtenir la formule de résolution de l’équation du second 
degré. 

265, — Résoudre l’inégalité 

a. r -j- b ^ 

9 °* 
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on multipliera le premier membre par la quantité positive 
{a'x + l/f. 

266. — Résoudre l’inégalité : 

a(x — a) (x — (3) (x — y) > o. 

267. — Résoudre l’inégalité 

a{x — cl) (x — (3) (x — y) (x — o) > o. 

268. — Résoudre l’inégalité 

ax~ -I- bx 4- c ^ 

+ Ô'x + C’^ 0 ' 



et on désigne par m et m' deux nombres donnés. Démontrer 
que si l’on a 

f(m) f(m') < o 


l’équation a certainement une racine comprise entre m et m\ 
Si l’on a 

f(m) f(m!) > o 


quatre cas sont à priori possibles : ou bien l’équation n’a 
pas de racines ; ou bien les deux racines de l’équation sont 
comprises entre m et m'; ou bien les racines de l’équation 
sont toutes deux supérieures à m et à m\ ou bien les deux 
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racines de l’équation sont toutes inférieures à m et à /»'. 
Distinguer entre ces quatre cas en imitant la discussion de 
la page 280 . 

2*71. — Discuter l’équation : 

(\ -f- 3) sin 2 x — 4(). -j- 1 ) sin x -j- 2 h— o. 

On utilisera l’exercice précédent en prenant m = 1 , m' — 1 . 

272. — Résoudre l’équation bicarrée 

ax 2 * -j- bx- -j- c = o. 

On pose x 2 =y 1 ce qui donne une équation du second degré 
en y qui admet deux racines y’ et y"\ si ces deux racines 
sont positives, l’équation proposée admet le-s quatre racines 

4- v'r'i — \/r'i 4- vV'. — Vj"- 

273. — Résoudre les équations 

x i — i3a; 2 -f- 30 = o 
x ^ — L{X^ —j— U :=: o 
x — G.r 2 -j- 5 = o 
x 4 — 4 # 2 + 3 = o 

x 2 * -{- 2.r 2 — 0=0 
2 z 4 -j- 5 a; 2 — 7=0 
x r * — x^ -j- ï = o 
x ^ -J- 3 x 2 -\~ 1=0. 


274. —Delà discussion de la page 218 , déduire le nombre 
des racines de l’équaLion ax' v + bx 2 -j- c — 0. 

275. — Résoudre les équations suivantes 


(f i_ 
(a 




ç + 


a b -f- x a~^~ b x 


. , r )8 4- Çr — by _ 
- x)~ — {x — 6) 2 " 


: a — b. 


276. — Discuter l’équation 

(1 -f-1) cos 4 x- — 3). cos 2 a; 1 = o. 

DéLcrminer les valeurs de x pour X= 1 . 

277. — Déterminer < 2 , b , c de manière que la parabole 

y = ax~ bx -f- c 

passe par les 3 points A, B, C de coordonnées suivantes : 
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A = 3 y = k 

B x= i y = o 

G # = — 5 2/ = 2. 


La construire en prônant le centimètre pour unité. 


CHAPITRE VII 

278. — Dans une société de 14 personnes, hommes et 
femmes, les hommes ont dépensé 240 francs et les femmes 
également 240 francs. Sachant que chaque homme a dépensé 
10 francs de plus que chaque femme on demande de combien 
d’hommes et de combien de femmes la société était com¬ 
posée? 

279. — Un élève a à ajouter un certain nombre à 4 puis à 
retrancher ce môme nombre de 9 et, en fin de compte, à 
multiplier les résultats. Il se trompe, ajoute le nombre donné 
à g et retranche 4 du nombre donné. Puis il multiplie les 
résultats. Il se trouve obtenir la solution exacte. Quel était 
le nombre donné? 

280. — Un certain nombre de pièces de 1 franc peuvent 
être disposées en carré, chaque côté du carré contenant 
5i pièces, si le môme nombre de pièces était disposé en deux 
carrés, le côté de l’un de ces carrés comprendrait 21 pièces 
de plus que le côté de l’autre. Combien de pièces contien¬ 
nent les côtés de chacun de ces deux derniers carrés? 

281. — Deux corps se meuvent l’un vers l’autre des 
points respectifs A et B et se rencontrent au bout de 
3a secondes ; si l’un des corps met 24 secondes de plus que 
l’autre à parcourir la distance de A à B, combien de temps 
mettent chacun de ces corps à parcourir cette distance ? 

282. —Un bateau met 4 heures et 12 minutes pour des¬ 
cendre une rivière de 12 kilomètres dans le sens du courant 
et pour la remonter en allant contre le courant. Sachant que 
la vitesse du courant est de 3 kilomètres à l’heure, on 
demande à quelle vitesse ira le bateau dans une eau calme? 

283. — Deux hommes partent en même temps pour aller 
de A à B, distants de 36 kilomètres l’un de l’autre. L’un fait 
1 kilomètre à l’heure de plus que l’autre et arrive à B une 
heure plus tôt que lui. Quelle est la vitesse de chacun de ces 
hommes ? 
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284. — Dans un rectangle dont les eûtes ont respective¬ 
ment a et b mètres un second rectangle est construit. Les 
côtés du rectangle intérieur sont également distants des 
côtés du rectangle extérieur et la surface du rectangle inté¬ 
rieur égale la n m,i partie de la surface restante du rectangle 
extérieur. Quelles sont les longueurs des côtés du rectangle 
intérieur? Application : a —7 o ni , b~ 52 m ,5, n ~ i. 

285. — Inscrire dans un triangle un rectangle d'aire 
donnée. — Discuter. 

286. — Inscrire dans une sphère un cylindre de révolu¬ 
tion dont la surface latérale ait une valeur donnée. — Dis¬ 
cuter. 

287. — On donne deux droites faisant un angle a et sur 
l’une d’elles deux points A et B situés respectivement à des 
distances a et b de leur point d'intersection O. Déterminer 

sur l’autre droite un point M tel que l’angle AM B ait une 
valeur donnée. On prendra comme inconnue OM = r —■ 
Discuter. 

288. — On donne une demi-circonférence de diamètre 
AB; soit M un point de cette demi-circonférence et P la 
projection de M sur AB; déterminer la distance AP = x par 
la condition que l’on ait 

AP PM = «U, 

m désignant un nombre donné et R le rayon de la demi- 
circonférence. — Discuter. 

289. — Trouver sur une droite donnée un point M tel 
que la somme de ses distances à deux points F et F' soit 
égale à une longueur donnée -ia. On désignera par P le point 
d’intersection de la droite donnée avec FF', par a l'angle 

MPF, par d —c la longueur PF, par d -f- c la longueur PF 7 
et par x la longueur PM. — Discuter. 


CHAPITRE VIII 


290. — Déterminer les coefficients de la relation homogra- 


phique 


*/ = ; 


L 

b' 
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de telle manière que 



pour x = 1 

l’on ait 

y = 3 

pour x = 2 

l’on ait 

y = 5 

pour x= 4 

l’on ait 

y — — 


Cotte détermination peut se faire d’une infinité de manières, 
car la valeur de la fraction ne change pas lorsque l’on multi¬ 
plie a , /;, a , // par un môme nombre. On choisira ce multi¬ 
plicateur de manière que a , b, a !, //, soient des nombres 
entiers premiers entre eux dans leur ensemble et que a soit 
positif. Le problème est ainsi complètement déterminé. 
Faire la figure en prenant le centimètre pour unité. 

291. — Meme question, en supposant que pour x = 

i i 3 ,, .. .. , 0 i 8 

— - 5 -, -, I on ail respectivement o, — - , — -. 

292. — Montrer que la relation homographique qui pour 
x = x v «T 2 , Xz donne j = yi, J 2 , j 3 peut se mettre sous la 
forme • 

V — ,V-2 . V\ — ?/2 _ æ — x*. . — a? s # 

y — y% * y\ — y% x — x^' x x — x z 

En résolvant cette équation par rapport à y on la mettra 
sous la forme 

ax 4- b 

y a’x -f- b' 

Faire ce calcul et l’appliquer à la solution des exercices 290 
et 291 . 


CHAPITRE IX 

293. — Étudier les variations de l’expression 

y = x ft - — 5.r 2 4. 

Construire la courbe représentative en prenant le centimètre 
pour unité. 

294. — Étudier les variations de 


y = x' 1 - — 5 ox 2 49 . 

Construire la courbe représentalive en prenant le demi-cen¬ 
timètre pour unité. 
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295. — ITnd ici* les variations de 

y = aa-4 + 3.r 2 — i 

Construire la courbe représentative eu prenant le centimètre 
pour unité. 

296. — Etudier d’une manière générale les variations du 
trinôme bicarré 

y = ax 4 + Æ# 2 -f- c. 

Discuter. 

297. — Calculer les dérivées des fonctions suivantes : 

y •= \fc_ _ 

y = _ 

y=yjx* — .‘i-r+a. 

On remarquera que l’on a pour la première de ces fonc¬ 
tions 

A y \/.r -p A.r — y'.’T 

A^* Aa; 

et l’on multipliera les deux termes de la fraction du second 
membre par 

\Jx 4" àx 4- \/x. 

On suivra une marche analogue pour les autres fonctions 
proposées. 

298. — Trouver la dérivée de \ju t u étant une fonction de 
x dont on connaît la dérivée u'. 

299. — Lorsqu’un mouvement n’est pas uniforme, on 
appelle vitesse la dérivée, de l’espace par rapport au temps; 
dans la formule de la page 191 , on fait tendre Ae et A l vers 
zéro. On appelle do même accélération la dérivée de la 
vitesse par rapport au temps. Montrer que si l’espace est 
donné par la formule 

e = — <{l 2 4 " n> t 4 “ n , 

où g, in, n, sont des constantes, l'accélération est constante; 
ce mouvement est dit uniformément varié. — Réciproque. 

300. Calculer la vitesse cl l'accélération dans le mou¬ 
vement représenté par la formule c = cos t. Etendre au cas 
où l’on a 

e = u cos4“ oc) 4" cos((o^ 4~ 
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ALGÈBRE 


CHAPITRE X 

301. — Insérer n moyens arithmétiques (ou géométriques) 

entre deux nombres donnés a et /, c’est former une progression 
arithmétique (ou géométrique) de 7? 2 termes dont le pre¬ 

mier terme est a et le dernier terme /, de telle manière qu’il 
y ait n termes de la progression entre a et /. 

Insérer 3 moyens arithmétiques entre 10 et 5o. 

302. — Insérer 3 moyens géométriques entre 1 et 10 . 000 . 

303. — Insérer 6 moyens arithmétiques entre 10 et 24 . 

304. — Insérer 4 moyens géométriques entre 2 et 64. 

305. — Insérer 20 moyens arithmétiques entre i,35 et 

2 , 54 . 

306 — Insérer 7 moyens géométriques entre 1 et 2 . 

307. — Calculer les sommes des progressions arithméti¬ 
ques et géométriques que Ton a formées dans les exercices 
3oi à 3o6. 

308. — Insérer 4 moyens arithmétiques entre i5 et — 5o. 

309. —Insérer 6 moyens géométriques entre 10 et 3. 

310. — Insérer 4 moyens géométriques entre 4 el — - 0 . 

o 

311. — Insérer 6 moyens géométriques entre -f- 1 et — 1 . 

312. — Faire la somme des progressions des exercices 
3o8 à 3 11 . 

313. — Étant donnée la fraction périodique : 

0,325325325.. . 

on demande de l’écrire sous la forme d’une progression 
géométrique de raison - ■ * QQ , de faire la somme des n pre¬ 
miers termes de cette progression et d’examiner ce que 
devient cette sommé lorsque n augmente indéfiniment. 

314. — Meme question pour les fractions 

o,3o3/|3o3/i3o34. 

o, 250317317017 . 

315. — Soit ABC un triangle, AIT la perpendiculaire 
abaissée de A sur BC, l^Ki 1a perpendiculaire abaissée de 
II 1 sur AC, IviTI 2 la perpendiculaire abaissée de Kj sur BC, 
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H 2 K 2 la perpendiculaire abaissée de H 2 sur AC, etc. Calculer 
la somme de ces perpendiculaires après n opérations. Que 
devient-elle lorsque n augmente indéfiniment? On fera le 
calcul en supposant le triangle équilatéral et son côté a égal 
à ü m ; on prendra successivement n — 4 , n~ 10 , nz= 1 ooo, 
n — 1 000 000. 1 

316. — Dans un cercle de rayon R on inscrit un triangle 
équilatéral; dans ce triangle on inscrit un cercle, puis dans 
ce cercle un nouveau triangle équilatéral, et ainsi de suite 
indéfiniment. 

On demande de calculer la somme des surfaces des 
cercles, la somme des surfaces des triangles, la somme des 
périmètres des triangles. Application : R—i m . 

317. — On a des objets cylindriques égaux (morceaux de 
bois, tuyaux en terre cuite, etc.) que l’on empile de la 
manière suivante. On en place d'abord un certain nombre à 
côté les uns des autres sur un plan horizontal, puis on forme 
une seconde couche horizontale en mettant les objets dans 
les intervalles qui se trouvent entre ceux de la première, et 
ainsi de suite, de sorte que chaque couche horizontale ren¬ 
ferme un objet de moins que la précédente. Combien y a-t-il 
d'objets dans la pile, sachant qu’il y a 12 couches horizon¬ 
tales et que la couche supérieure renferme 4 2 objets. 

318. — On a des objets sphériques égaux; on les dispose 
tout d’abord dans un plan horizontal en forme de triangle 
équilatéral, en en plaçant 5 sur une ligne, puis 4 sur une ligne 
parallèle de manière que chacun touche deux des précédents, 
puis 3 sur une nouvelle ligne parallèle, puis 2 , puis 1 . On 
pose ensuite des objets sur les précédents, de manière que 
chacun d’eux repose sur 3 des précédents; on obtient ainsi 
un nouveau triangle équilatéral dont chaque côté renferme 
4 objets au lieu de 5 et l’on continue de meme jusqu’à ce 
que l’on ait terminé la pyramide triangulaire par un objet 
unique placé au sommet. Quel sera le nombre total d’objets 
employés? Quel serait-il si le côté du triangle de base ren¬ 
fermait 45 objets ? 
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